Μιγαδικοί αριθμοί

Στο σύνολο R 2, εκτός της πράξης του αθροίσματος, μπορούμε να εισάγουμε και μια επιπλέον πράξη, τον πολλαπλασιασμό ή γινόμενο:
(x1, y1) (x2, y2) = (x1x2 - y1y2, x1y2 + y1x2).

Με την επιπλέον αυτή πράξη το  R 2 ονομάζεται μιγαδικό επίπεδο ή σύνολο των μιγαδικών αριθμών, και συμβολίζεται C.

Ο πολλαπλασιασμός έχει τις εξής ιδιότητες

                                               α(βγ) = (αβ)γ

                                                   αβ = βα

                                          α(β + γ) = αβ + αγ

για κάθε α, β, γ ( C.
Το στοιχείο (0, 1) του C  το συμβολίζουμε  i,  που ονομάζεται φανταστική μονάδα, και το (x, 0)  το συμβολίζομε με x.  Τότε για το τυχόν z = (x, y) ( C, έχουμε               

                                 z = (x, y) = (x, 0) + (y, 0)(0, 1) = x + yi = x + iy.
Το x ονομάζεται πραγματικό μέρος του z και συμβολίζεται Re(z), και το y ονομάζεται φανταστικό μέρος του z και συμβολίζεται Im(z).

Παρατηρούμε ότι i2 = (0, 1)(0, 1) = (-1, 0) = -1. Αυτή είναι και η βασική ιδιότητα της φανταστικής μονάδας i. Με βάση την ιδιότητα αυτή, αλλά και με τη βοήθεια των άλλων ιδιοτήτων, επαληθεύουμε την εξής παράσταση του πολλαπλασιασμού :
(x1 + iy1) (x2 + iy2) = (x1x2 - y1y2) + i(y1x2 + x1y2), (όπου x​1, y1, x​2, y2 ( R).
Πρόταση  Αν z ( C , με z (0,  τότε υπάρχει ο αντίστροφος του z, που συμβολίζεται  
[image: image1.wmf]z

1

 ή z-1, δηλαδή υπάρχει w ( C με wz = 1 και είναι μοναδικό.

Απόδειξη  Έστω z = α + iβ ,  με α ( 0  ή β (0. Θέλουμε w = x + iy   τέτοιο ώστε

(α + ib)(x + iy) =1 ( αx – βy + i(αy + βx) = 1(
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 EMBED Equation.3  [image: image3.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image4.wmf](*)

Αν α ( 0,   τότε
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Όμοια, αν β ( 0. 
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Με 
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,  όταν z ( 0,  ορίζουμε το w
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Για n( N, θέτουμε zn = z, z,….z  (n φορές), και αν z ( 0, θέτουμε z -n =
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 και z0 =1.

Για z = x + iy( C,  ορίζουμε την εκθετική συνάρτηση  ez = ex+iy = ex ( συνy + iημy).
Πρόταση Αν z1, z2 ( C, τότε 
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Απόδειξη  Έστω z1 = x1 + iy1,   z2 = x2 + iy2.  Τότε 
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=
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Έστω z( C. Μέτρο του z  λέμε το μέτρο του διανύσματος (x, y) = z,  δηλαδή το 
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 που συμβολίζεται 
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Κάθε μιγαδικός αριθμός z = x + iy ( 0  γράφεται στη μορφή  
[image: image23.wmf])
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Επειδή τα α = 
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 ,   β = 
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   έχουν την ιδιότητα α2 + β2 = 1, υπάρχει γωνία θ τέτοια ώστε α = συνθ ,  β = ημθ. Συνεπώς z = 
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Η γωνία θ λέγεται όρισμα του z και το (
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, θ) είναι οι πολικές συντεταγμένες του σημείου (x, y) = z.

Έστω Ω ένα χωρίο του C τότε μια συνάρτηση f :Ω( C  λέγεται μιγαδική συνάρτηση.

Μπορούμε να θέσουμε f(z) = u(z) + iυ(z),  όπου u(z) = Re(f(z))  υ(z) = Im(f(z)).  
Παραδείγματα
1)Υπολογίστε την παράσταση

  (1 + i) i(2 - i) (3 + 2i).
Απάντηση Έχουμε  (1 + i) i(2 - i) (3 + 2i) = (i -1)(6 + 2 + i(-3 + 4)) = 

= (i -1)(8 + i) = 8i - 1- 8 - i = -9 + 7i.   
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2) Βρείτε τα 
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Απάντηση   Θέτουμε  
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( 1+ i = 2x – y + i(2y + x) (
( 
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Θέτουμε (3-i)-1 = x + iy (
              ( (3 - i)(x + iy) =1 ( 3x + y + i(3y - x) =1 ( 

              ( 
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Άρα (3-I)-1 = 
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3) Να λυθεί η εξίσωση zn = 2.

Απάντηση   Έστω  z =
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eiθ . Τότε πρέπει 
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Άρα  
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 και  nθ = 2kπ ,  όπου k(Z. Οπότε 
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Για k = 0 1,2,…,n-1  έχουμε διαφορετικά z. Συνεπώς η λύση είναι 

z = 
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),  για k = 0,1,…,n-1.   
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4) Να βρεθεί το πραγματικό και φανταστικό μέρος της f(z) = z2. 
Απάντηση  Θέτουμε z = x + iy, οπότε z2 = x2 - y2 + i(xy + yx). 
Άρα u = x2 - y2,  υ = 2xy  και  f(z) = u + ιυ. 
[image: image48.wmf]W


Έστω Ω
[image: image49.wmf]Í

 C ένα χωρίο του C, και μία συνάρτηση f:Ω( C. Θα λέμε ότι η f(z) είναι παραγωγίσιμη στο  z0(Ω,  αν υπάρχει w0( C έτσι ώστε
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Το w0 λέγεται παράγωγος της f(z)  στο z0   και συμβολίζεται 
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 σημαίνει ότι: 
για κάθε  ε > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε 
αν  0 <
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H f: Ω( C  λέγεται ολόμορφη ή αναλυτική ή παραγωγίσιμη αν είναι παραγωγίσιμη σε κάθε z(Ω.

Θεώρημα  Η συνάρτηση f(z) = u(z) + iυ(z)  είναι ολόμορφη τότε μόνο όταν οι u(z), u(z) έχoυν συνεχείς μερικές παραγώγους και ικανοποιούν τις συνθήκες Cauchy-Riemann:
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Απόδειξη  Θα δείξουμε μόνο τη μία κατεύθυνση: όταν η f(x) είναι ολόμορφη τότε ισχύουν οι συνθήκες συνθήκες Cauchy-Riemann. Την συνέχεια των μερικών παραγώγων, ως συνήθως, θα την θεωρήσουμε δεδομένη.
Αν λοιπόν υπάρχει το f΄(z), έχουμε
f΄(z) = 
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όπου h( R, οπότε
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[image: image64.wmf]W


Παρατήρηση: Στην προηγούμενη απόδειξη φαίνεται ότι αν η συνάρτηση f(z) = u(z) + iυ(z)  είναι παραγωγίσιμη τότε f΄(z) =
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Παράδειγματα
Εξετάστε αν οι επόμενες συναρτήσεις είναι   ολόμορφες f(z) = 
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, f(x + iy) = x, 

f(z) = z, f(z) =
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Απάντηση  Έχουμε δει ότι  
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Άρα  
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Παρατηρούμε ότι ισχύουν οι συνθήκες Cauchy-Riemann,  άρα είναι ολόμορφη.  
[image: image72.wmf]W


Για την f(x + iy) = x:  έχουμε u = x, υ = 0 και
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 Άρα δεν ισχύουν οι συνθήκες Cauchy-Riemann,  οπότε δεν είναι ολόμορφη. 
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Για την f(z) = z:   έχουμε u = x,  υ = y   και
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. Εδώ παρατηρούμε ότι ισχύουν οι συνθήκες Cauchy-Riemann. Άρα  είναι ολόμορφη. 
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Για την f(z) =
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,  δηλαδή f(x + iy) = 
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οπότε δεν ισχύουν οι συνθήκες Cauchy-Riemann, άρα δεν  είναι ολόμορφη. 
[image: image88.wmf]W


Ορισμοί

Έστω γ :[α, β] ( C  καμπύλη. Αν γ(t) = x(t) + iy(t)   και οι x(y), y(t)  είναι παραγωγίσιμες, τότε η παράγωγος της γ(t)  είναι γ΄(t) = x΄(t) + iy΄(t).

Ορίζουμε  
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Έστω f : Ω( C και γ:[α, β] ( Ω, τότε ως επικαμπύλιο ολοκλήρωμα της f(z) πάνω στην γ(t) ορίζουμε το
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Το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα είναι ανεξάρτητο της παραμέτρισης που διατηρεί τη φορά της παραμέτρισης. Με αντίθετη φορά έχουμε αντίθετη τιμή στο επικαμπύλιο ολοκλήρωμα.
Έστω c  απλή κλειστή καμπύλη στο χωρίo  Ω ( C  και f : Ω( C, τότε με
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ορίζουμε το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα της f(z) πάνω στην καμπύλη c παραμετρισμένη σε τρόπο ώστε να έχει την ορθή φορά από μία γ: [α, β] ( C, οπότε
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Θεώρημα (ολοκληρωτικό θεώρημα του Cauchy). 
Έστω f : Ω( C, ολόμορφη και c απλή κλειστή καμπύλη στο Ω τέτοια ώστε το χωρίο που περικλείει να ανήκει όλο στο Ω, τότε
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Απόδειξη  Έστω γ : [α, β] ( C, η παραμέτριση της c κατά την ορθή φορά, τότε, αν Α το χωρίο που ορίζει η c,
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Παραδείγματα

1)Υπολογίστε το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα  
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Απάντηση   Έχουμε   γ(t)=2t-I,  άρα 
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2) Να υπολογίσετε το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα 
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, όπου c  οι πλευρές του τριγώνου με κορυφές τα σημεία 0, 1, i.
Απάντηση  Έχουμε  
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Θεώρημα  (Ολοκληρωτικός τύπος του Cauchy)

Έστω f:Ω ( C  ολόμορφο και c  απλή κλειστή καμπύλη στο Ω τέτοια ώστε το χωρίο που ορίζει η c να περιέχεται στο Ω, τότε
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 για κάθε z0 που βρίσκεται στο εσωτερικό του χωρίου που ορίζει η c.

Απόδειξη  

 Γύρω από το z0 θεωρούμε κύκλο k(t) = z0 + pe-it, με p>0 τέτοιο ώστε να περιέχεται στο εσωτερικό που ορίζει η c  που θα συμβολίζουμε D. Στο c  παίρνουμε τα σημεία Α, Β, Σ διαδοχικά κατά την ορθή φορά, και Γ, Δ, Τα σημείο στο k  διαδοχικά κατά την ορθή φορά. Παίρνουμε τόξα ΑΓ, ΒΔ ξένα μεταξύ τους που βρίσκονται εντός του D  και δεν βρίσκονται στο εσωτερικό του κύκλου k. Tότε
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Παραδείγματα

Υπολογίστε το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα
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2) Υπολογίστε το 
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Απάντηση  Η ολόμορφη συνάρτηση 
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Απάντηση

Έχουμε ότι ο κύκλος c1 περιέχει το 1 αλλά όχι το –2 και ο c2  περιέχει το –2 αλλά όχι το 1.

Οπότε
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Ισχύουν στη μιγαδική παραγώγιση αντίστοιχες ιδιότητες με την παραγώγιση πραγματικών συναρτήσεων:

(α0 + α1z + α2z2 +…+ αnzn)΄ = α1 + 2α2z + 3α3 z2 +…+ nαnzn-1

(ez)΄ = ez
[f(z) + g(z)]΄ = f΄(z) +g΄(z)

[λf(z)]΄ = λf΄(z)

 [f(z) + g(z)]΄ = f΄(z) + g΄(z)

[f(z) ( g(z)]΄ = f΄(z) ( g(z) + f(z) ( g(z)
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(Δεν αναφερόμαστε στις cosz, sinz, lnz  γιατί δεν τις ορίσαμε).

Παράδειγμα

Βρείτε τις παραγώγους f΄(z), f΄΄(z),  g΄(z), όπου

    f(z) = 2 + 3z2 + z
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Ισχύει ότι αν η f : Ω( C  έχει μιγαδική παράγωγο f΄(z)  τότε και η f΄: Ω( C έχει μιγαδική παράγωγο, δηλ. υπάρχει το f(n)(z)  για κάθε n = 1, 2,…., .

Ένας άλλος ολοκληρωτικός τύπος του Cauchy  είναι ο ακόλουθος.
Θεώρημα (Canchy).

Αν f : Ω( C ολόμορφη και c  απλή κλειστή καμπύλη στο Ω τέτοια ώστε το χωρίο που ορίζει να περιέχεται στο Ω, τότε

          f(n)(z0) = 
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για κάθε z0 που βρίσκεται στο εσωτερικό του χωρίου που ορίζει η c.

Παράδειγμα  Έστω c = {z :
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Απάντηση  Θέτουμε 
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Έστω Ω χωρίο του C και z1, z2,…,zk σημεία στο εσωτερικό του Ω.

Αν f : Ω \{ z1, z2,…,zk} ( C  ολόμορφη τότε τα σημεία z1, z2,…,zk λέγονται πόλοι της   f(z) και ο αριθμός
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όπου ν = 1, 2,…,k  και c  απλή κλειστή καμπύλη το εσωτερικό της οποίας ανήκει στο 
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Παράδειγμα  

Να υπολογίσετε το 
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Απάντηση  Έχουμε  
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Παράδειγμα  Να υπολογίσετε το  
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Απάντηση 

Ο κύκλος c  περιλαμβάνει τους πόλους –i, 1 (αλλά όχι τον πόλο –4). Άρα
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Όμοια,  Rez(f,1) =
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Συνδυάζοντας τα προηγούμενα δύο θεωρήματα παίρνουμε για τις συνήθεις ολόμορφες συναρτήσεις την ακόλουθη χρήσιμη πρόταση.

Πρόταση  Έστω c απλή κλειστή καμπύλη στο C που ορίζει περιοχή που ανήκει στο πεδίο ορισμού των f(c) και z1, z2, …, zk  σημεία στο εσωτερικό της c. Τότε
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όπου χρησιμοποιούμε τον συμβολισμό 
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Παράδειγμα  
Έστω c ={z:|z| =3},  τότε
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(Στην  περίπτωσή μας χρησιμοποιήσαμε ως f(z) το 
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,  που αυτή ορίζεται στο δίσκο που ορίζει η c).  
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