ΟΙ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΟΥ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΥ ΣΤΗΝ ΓΕΩΡΓΙΚΗ ΠΑΡΑΓΩΓΗ
Μια από τις σπουδαιότερες εφαρμογές του γραμμικού προγραμματισμού είναι στη λήψη αποφάσεων που αφορούν στην παραγωγή. Οι αποφάσεις αυτές μπορεί να αφορούν προβλήματα μεγιστοποίησης (π.χ. επιλογή του ύψους της παραγωγής δυο ή περισσότερων προϊόντων ώστε να μεγιστοποιηθεί το συνολικό κέρδος) ή προβλήματα ελαχιστοποίησης (π.χ. επιλογή συνδυασμού ποσοτήτων ζωοτροφών ώστε να ελαχιστοποιηθεί το κόστος της διατροφής).

Όπως αναφέρθηκε και σε προηγούμενα κεφάλαια, οι αποφάσεις αυτές λαμβάνονται συνήθως μέσα στο πλαίσιο διαφόρων περιορισμών. Οι περιορισμοί αυτοί μπορεί για παράδειγμα να αφορούν τις μέγιστες διαθέσιμες ποσότητες συντελεστών παραγωγής ή τις ελάχιστες ποσότητες ή θρεπτικά στοιχεία που είναι αναγκαία για την διατροφή ενός ζώου.
Συνεπώς η διατύπωση ενός προβλήματος γραμμικού προγραμματισμού περιλαμβάνει την προς μεγιστοποίηση ή ελαχιστοποίηση συνάρτηση που καλείται αντικειμενική συνάρτηση και μια σειρά περιορισμών. Αν X1, X2……Xν είναι οι ποσότητες των μεταβλητών τότε η μαθηματική διατύπωση του προβλήματος γραμμικού προγραμματισμού έχει ως εξής:

max ή  min της  g(Y)= Κ= c1x1+c2x2+…..+cνxν          

όταν:

a11x1 + a12x2 + ….. + a1νxν ( ή = ή ( b1
a21x1 + a22x2 + ….. + a2νxν ( ή = ή ( b2
………………………………..

aμ1x1 + aμ2x2 + ….. + aμνxν ( ή = ή ( bμ
και x1 ( 0, x2 ( 0, ….,xν ( 0

όπου τα aij, bi, και cj, για  i = 1,2,….,μ  και j = 1,2,…,ν είναι γνωστοί πραγματικοί συντελεστές. Τα aij ονομάζονται τεχνικοί συντελεστές και τα cj ονομάζονται οικονομικοί συντελεστές, ενώ τα xj ονομάζονται μεταβλητές απόφασης.
Η χρησιμοποίηση της μεθόδου του γραμμικού προγραμματισμού βασίζεται στις ακόλουθες προϋποθέσεις:
1. Η αντικειμενική συνάρτηση καθώς και οι περιορισμοί είναι γραμμικής μορφής. 
2. Οι επιδράσεις των μεταβλητών τόσο στην αντικειμενική συνάρτηση όσο και στους περιορισμούς έχουν προσθετικό αποτέλεσμα.

3. Οι μεταβλητές απόφασης xj  είναι συνεχείς αριθμοί, δηλαδή είναι απεριόριστα διαιρετές.

4. Οι οικονομικοί συντελεστές cj , οι τεχνικοί συντελεστές  aij καθώς και τα β’μέλη των περιορισμών bi είναι γνωστά με απόλυτη βεβαιότητα.

Παραδείγματα επίλυσης γραμμικών προγραμμάτων με την γραφική μέθοδο

Παράδειγμα 1. Μεγιστοποίηση κέρδους
Έστω γεωργική εκμετάλλευση εκτάσεως 60 στρεμμάτων, που διαθέτει 2.000 ώρες εργασίας ετησίως και διαθέσιμο κυκλοφοριακό κεφάλαιο 4.500 ευρώ. Η γεωργική εκμετάλλευση έχει να επιλέξει ανάμεσα σε δύο δραστηριότητες, αραβόσιτο και βαμβάκι.

Δίδονται:

	Κλάδος
	Απαιτούμενοι συντελεστές ανά στρέμμα
	Ακαθάριστο Κέρδος ανά στρέμμα (€ / στρέμμα)

	
	Εργασία σε ώρες
	Μεταβλητές δαπάνες σε €
	Έδαφος (στρέμματα)
	

	Αραβόσιτος
	70
	90
	1
	144

	Βαμβάκι
	25
	60
	1
	90


Ζητείται ο άριστος συνδυασμός των δύο κλάδων για να επιτύχει η γεωργική εκμετάλλευση το μέγιστο Ακαθάριστο Κέρδος.

Η αντικειμενική συνάρτηση είναι:

       max g(X)=max Ζ= 144 x1 + 90 x2 


υπό τους περιορισμούς;


x1   +   x2 

 60 στρέμματα 

  70x1  +  25x2 

 2.000 ώρες εργασίας

  90x1  +  60x2 

 4.500 € κυκλοφοριακού κεφαλαίου


x1, x2 

 0
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Aπό την γραφική αναπαράσταση του προβλήματος παρουσιάζεται το σύνολο των εφικτών λύσεων (ή εφικτός χώρος) σαν το κυρτό πολύεδρο OΑΒΓ. Πρέπει συνεπώς να επιλεγεί η κορυφή του πολυέδρου  αυτού, οι συντεταγμένες της οποίας μεγιστοποιούν την αντικειμενική συνάρτηση. Η αντικειμενική αυτή συνάρτηση παρίσταται από ευθείες γραμμές με κλίση -5/8. 

Χαράζοντας αυτές τις ευθείες σε διάφορα επίπεδα τιμών της Ζ βρίσκεται η κορυφή B του κυρτού πολυέδρου με συντεταγμένες x1=12 και x2=48 που είναι η άριστη λύση και μεγιστοποιεί την αντικειμενική συνάρτηση (Ζmax = 6048 €). Δηλαδή η άριστη λύση προσδιορίζει την καλλιέργεια 12 στρεμμάτων αραβοσίτου και 48 στρεμμάτων βαμβακιού.
Παράδειγμα 2. Ελαχιστοποίηση κόστους

Από γεωργική εκμετάλλευση πρέπει να κατασκευασθεί μίγμα το οποίο θα καλύψει μέρος των διατροφικών αναγκών παχυνομένων αρνιών, για χρονικό διάστημα 150 ημερών (οι υπόλοιπες ανάγκες θα καλυφθούν με χονδροειδείς ζωοτροφές). Γι αυτό το χρονικό διάστημα οι συνολικές  ανάγκες ενός ζώου που θα καλυφθούν τουλάχιστον από το μίγμα, όσον αφορά την ενέργεια ανέρχονται σε 62.000 Μονάδες Αμύλου
, σε 8.000 gr Πεπτές Αζωτούχες Ουσίες και σε 87.000 gr Ξηράς Ουσίας. Το μίγμα  θα αποτελείται από Αραβόσιτο και Πίτυρα, που αγοράζονται από το εμπόριο:

	
	Αραβόσιτος
	Πίτυρα

	Τιμή αγοράς (€/Kgr)
	0,35
	0,30

	Μονάδες αμύλου ανά Kgr
	810
	495

	Πεπτές Αζωτούχες Ουσίες (gr/Kgr)
	76
	117

	Ξηρά Ουσία (gr/Kgr)
	860
	880


Ζητείται ο άριστος συνδυασμός των δύο ζωοτροφών ώστε να συντεθεί το μίγμα με βάση τις προαναφερόμενες προδιαγραφές, αλλά και με το ελάχιστο κόστος.

Η αντικειμενική συνάρτηση θα είναι:

min Ζ = 0,35χ1 + 0,30χ2

υπό τους περιορισμούς


810χ1 + 495χ2 

 62.000 Μονάδες Αμύλου


 76χ1 + 117χ2 

 8.000 gr Πεπτές Αζωτούχες Ουσίες


860χ1 + 880χ2 

 87.000 gr Ξηράς Ουσίας


χ1, χ2 

 0








Το σύνολο των εφικτών λύσεων ανήκει στο ημιεπίπεδο άνω του ανοικτού πολυέδρου ΑΒΓΔ. Αναζητείται συνεπώς μεταξύ των σημείων που αποτελούν μέλη του ημιεπιπέδου, εκείνο το σημείο που οι συντεταγμένες του να ελαχιστοποιούν την αντικειμενική συνάρτηση (min Ζ).

Οι γραμμές που εκφράζουν την Ζ όταν λαμβάνει διάφορες τιμές είναι γραμμές παράλληλες μεταξύ τους με κλίση – 6/7 (γραμμές ίσης δαπάνης).

Χαράζονται οι ευθείες σε διάφορα επίπεδα των τιμών της Ζ και βρίσκεται η κορυφή με συντεταγμένες (40;60), δηλαδή χ1 = 40 και χ2 = 60, που είναι η άριστη λύση και ελαχιστοποιεί την αντικειμενική συνάρτηση (min Ζ= 32€). Δηλαδή η άριστη σύνθεση του μίγματος θα αποτελείται από 40 κιλά αραβοσίτου και 60 κιλά πίτυρα.
Επίλυση γραμμικών προγραμμάτων με τη μέθοδο SIMPLEX
Για να επιλυθεί ένα πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού με τη μέθοδο Simlex πρέπει πρώτα να έλθει στην κανονική του μορφή, δηλαδή όλοι οι περιορισμοί (οι οποίοι μέχρι τη παρούσα φάση παρουσιάζονται σαν ανισοεξισώσεις), να μετατραπούν σε εξισώσεις (ισότητες).

Είναι δυνατό να παρουσιάζονται οι περιορισμοί με την μορφή ισοτήτων, εισάγοντας τις μεταβλητές απόκλισης ti (slack variable ή variables d’écart). Οι μεταβλητές απόκλισης έχουν μηδενικό οικονομικό συντελεστή στην αντικειμενική συνάρτηση.

α) Mεγιστοποίηση



β) Eλαχιστοποίηση


maximum




minimum
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 aij xj  ​​- ti  = bi, i=1,.. .......,μ     

xj  

  0 ,            
j=1,......,ν

   xj 

  0 ,

j= 1,........,ν
ti   

  0 ,
        i= 1,...,μ     
 
 ti  

  0 ,

i= 1,.....,μ
Όπως φάνηκε και με την γραφική επίλυση των γραμμικών προβλημάτων, όταν το σύνολο των εφικτών λύσεων αποτελεί πολύεδρο
 κυρτό, η άριστη λύση θα είναι μία κορυφή του πολύεδρου. Συνεπώς για να την προσδιορίσουμε, με τον αλγόριθμο του Simplex εξετάζονται μόνο τις κορυφές του πολύεδρου.

Επειδή υπάρχει ταυτότητα μεταξύ των εννοιών κορυφή και βασική εφικτή λύση, για να φτάσουμε στο άριστο (optimum) αρκεί να μελετήσουμε τις βασικές εφικτές λύσεις.

Οι αρχές του αλγορίθμου είναι:

α) Να προσδιορισθεί μία πρώτη βασική εφικτή λύση

β) Να μεταπηδήσουμε από μία βασική εφικτή λύση σε άλλη, αυξάνοντας
 κάθε φορά την τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης (αυτή η μετακίνηση πραγματοποιείται από κορυφή σε κορυφή του πολυέδρου).

γ) Η διαδικασία σταματά όταν δεν είναι  δυνατόν πλέον να αυξηθεί η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης4. Η τελευταία βασική  εφικτή λύση που λαμβάνεται είναι η άριστη λύση.

Η ίδια διαδικασία εφαρμόζεται και όταν το πολυεδρικό κυρτό σύνολο των εφικτών λύσεων δεν είναι κλειστό.

Η επίλυση ενός γραμμικού προγράμματος με την μέθοδο Simplex παρουσιάζεται με την μορφή διαδοχικών πινάκων, που ονομάζονται πίνακες simplex.

Ο πρώτος πίνακας περιλαμβάνει τα στοιχεία που συνθέτουν το πρόβλημα (περιορισμοί που τίθενται από την αρχή με τον μορφή ισοτήτων και η αντικειμενική συνάρτηση), όπως παρουσιάζονται στον παρακάτω πίνακα:

	
	
	
	c1
	…
	cθ
	…
	cμ
	cμ+1
	…
	cξ
	…
	cν

	cB
	B

(ΒΑΣΗ)
	Po
	P1
	…
	Pθ
	…
	Pμ
	Pμ+1
	…
	Pξ
	…
	Pν

	c1
	P1
	x1
	1
	…
	0
	…
	0
	a1, μ+1
	…
	a1,ξ
	…
	a1,ν

	c2
	P2
	x2
	0
	…
	0
	…
	0
	a2, μ+1
	…
	a2, ξ
	…
	a2,ν

	.
	.
	.
	.
	.
	.
	.
	.
	
	.
	.
	.
	.

	cθ
	Pθ
	xθ
	0
	…
	1
	…
	0
	aθ, μ+1
	…
	aθ, ξ
	…
	aθ,ν

	.
	.
	.
	.
	.
	.
	.
	.
	
	.
	.
	.
	.

	cμ
	Pμ
	xμ
	0
	…
	0
	…
	1
	aμ, μ+1
	…
	aμ, ξ
	…
	aμ,ν

	Πρόβλημα μεγοστοποίησης
(max)
	- Ζο
	0
	…
	0
	…
	0
	cμ+1 -

-zμ+1
	…
	cξ - zξ

	…
	cν – zν


	Πρόβλημα ελαχιστοποίησης
(min)
	Ζο
	0
	…
	0
	…
	0
	zm+1 -

- cm+1
	…
	zξ - cξ 
	…
	zν – cν 

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


όπου : 
Στη στήλη Β παρουσιάζονται οι μεταβλητές που σχηματίζουν μια βασική εφικτή λύση και ονομάζονται μεταβλητές στη βάση. Στη στήλη CB καταγράφονται οι αντίστοιχοι οικονομικού συντελεστές των μεταβλητών αυτών. Στη στήλη Po παρουσιάζονται οι τιμές που παίρνουν οι μεταβλητές στη βάση. Στις στήλες c1…cμ γράφονται οι μεταβλητές αποκλίσεως (P1…Pμ) με τους αντίστοιχους οικονομικούς τους συντελεστές c1…cμ (που όπως προαναφέρθηκε παίρνουν μηδενική τιμή) και τα αντίστοιχα μοναδιαία διανύσματα (όπως προκύπτει εκφράζοντας το γραμμικό πρόγραμμα στην κανονική του μορφή). Στη συνέχεια στις στήλες cμ+1 …cν γράφονται οι μεταβλητές απόφασης (Pμ+1….Pν), με τους αντίστοιχους οικονομικούς συντελεστές τους (cμ+1 …cν) και τα αντίστοιχα διανύσματα των τεχνικών τους συντελεστών (όπως προκύπτει εκφράζοντας το γραμμικό πρόγραμμα στην κανονική του μορφή).
Στην τελευταία γραμμή του πίνακα, στην περίπτωση μεγιστοποίησης, το Z0 αντιστοιχεί στην τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης που καταγράφεται με αρνητική τιμή και μπορεί να υπολογίζεται και ως το άθροισμα (c1*x1)+(c2*x2)+…+(cθ*xθ)+…(cμ*xμ). Οι υπόλοιπες τιμές στην ίδια γραμμή υπολογίζεται από την σχέση cj-zj, για j=1….ν, όπου το zj είναι το άθροισμα (c1*a1j)+( c2*a2j)+…+( cθ*aθj)+…( cμ*aμj), δηλαδή πρόκειται για το άθροισμα των μερικών γινομένων των αντίστοιχων τεχνικών συντελεστών επί τους οικονομικούς συντελεστές που βρίσκονται στις ίδιες γραμμές και στην στήλη cB .
Σε περίπτωση ελαχιστοποίησης, στην τελευταία γραμμή του πίνακα, το Z0 αντιστοιχεί στην τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης που καταγράφεται με θετική τιμή και υπολογίζεται μπορεί να υπολογίζεται και ως το άθροισμα (c1*x1)+(c2*x2)+…+(cθ*xθ)+…(cμ*xμ). Οι υπόλοιπες τιμές στην ίδια γραμμή υπολογίζεται από την σχέση zj-cj, για j=1….ν, όπου το zj είναι το προαναφερθέν άθροισμα των μερικών γινομένων (c1*a1j)+( c2*a2j)+…+( cθ*aθj)+…( cμ*aμj) . 
Ο αλγόριθμος Simplex για να δημιουργήσει τον επόμενο πίνακα εξετάζοντας μια καινούργια βασική εφικτή λύση (άλλη κορυφή του πολυέδρου που σχηματίζει ο εφικτός χώρος) επιλέγει να εισάγει στην βάση τη μεταβλητή με το μεγαλύτερο θετικό αριθμό της τελευταίας γραμμής του πίνακα, δηλαδή τον μεγαλύτερο θετικό αριθμό που υπολογίζει στην περίπτωση της μεγιστοποίησης η προαναφερθείσα σχέση cj-zj, για j=1….ν ή η σχέση zj-cj στην περίπτωση της ελαχιστοποίησης.

Η επιλεγείσα μεταβλητή για να εισαχθεί στην βάση, θα πρέπει να αντικαταστήσει μια μεταβλητή που βρίσκεται ήδη στη βάση (στην υφιστάμενη βασική εφικτή λύση). Για να επιλεγεί ποια μεταβλητή θα βγει από την βάση ώστε να εισέλθει η καινούργια, υπολογίζονται οι αντίστοιχοι λόγοι των τιμών που παίρνουν οι μεταβλητές στην βάση (στη στήλη P0) προς τους αντίστοιχους τεχνικούς συντελεστές που βρίσκονται στις ίδιες γραμμές, της μεταβλητής που πρόκειται να εισέλθει στη βάση (P0/aij). Στην τομή της  γραμμής του πίνακα που σχηματίζεται ο μικρότερος από τους προαναφερθέντες λόγους και της στήλης Β ορίζεται ποια μεταβλητή θα βγει από την βάση και θα αντικατασταθεί από την επιλεγείσα καινούργια μεταβλητή. 
Ακόμη στην τομή της ίδιας γραμμής (με τον μικρότερο προαναφερθέντα λόγο) και της στήλης που αντιστοιχεί στην καινούργια μεταβλητή που θα εισέλθει στην βάση ορίζεται ο τεχνικός συντελεστής που ονομάζεται pivot. Ο pivot είναι κρίσιμης σημασίας, αφού με βάση αυτόν γίνεται ο μετασχηματισμός του παλαιού πίνακα στον καινούργιο, όπου έχει αλλάξει η βασική εφικτή λύση (έχει εξέλθει μια μεταβλητή και έχει εισέλθει η επιλεγείσα με την προαναφερθείσα διαδικασία).

Στον καινούργιο πίνακα, οι τιμές στην γραμμή που βρίσκονταν στον προηγούμενο πίνακα ο pivot μετασχηματίζονται αρκεί να διαιρέσουμε όλα τα στοιχεία της γραμμής του παλαιού πίνακα με τον pivot. Για τις υπόλοιπες γραμμές, ο μετασχηματισμός των στοιχείων εφαρμόζεται ο κανόνας του ορθογωνίου  παραλληλογράμμου: 

εάν 

a : ο αριθμός εκκίνησης,  δηλαδή ο αριθμός που περιλαμβανόταν σε συγκεκριμένη θέση στον προηγούμενο πίνακα και που κατά τον μετασχηματισμό του καινούργιου πίνακα αναζητάτε να υπολογισθεί στην θέση του η νέα τιμή a’.

aρκ = pivot

b, d = αριθμοί που επιτρέπουν την δημιουργία ενός ορθογωνίου σε συνδυασμό με το a και το aρκ. 

Τότε a’ είναι ο μετασχηματισμός του a, και υπολογίζεται αφαιρώντας από το a το γινόμενο b*d διαιρούμενο με το pivot  aρκ:
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Σημείωση: Κάθε γραμμή που έχει μηδέν στην στήλη του pivot παραμένει αμετάβλητη. Επίσης κάθε στήλη που έχει μηδέν στην γραμμή του pivot μένει αμετάβλητη. 

Η όλη διαδικασία μετασχηματισμού σε επόμενο πίνακα σταματά όταν στην τελευταία γραμμή, οι όλες οι τιμές που υπολογίζονται από την σχέση cj-zj (στην περίπτωση της μεγιστοποίησης) ή από την σχέση zj-cj (στην περίπτωση της ελαχιστοποίησης), δεν είναι θετικές (δηλαδή παίρνουν αρνητικές ή μηδενικές τιμές). Τότε η βασική εφικτή λύση του πίνακα αυτού αποτελεί την άριστη λύση του γραμμικού προγράμματος.
 Παράδειγμα επίλυσης γραμμικού προγράμματος

με την χρήση του αλγόριθμου του Simplex.

Γεωργική εκμετάλλευση διαθέτει 60 στρέμματα εδάφους, 2000 ανθρωποώρες εργασίας ετησίως και 4.500 € διαθέσιμο κυκλοφοριακό κεφάλαιο. Το έδαφος μπορεί να αξιοποιηθεί από δύο παραγωγικές δραστηριότητες, τις καλλιέργειες αραβοσίτου και βαμβακιού. 

Δίδονται: 

	
	Απαιτούμενοι συντελεστές παραγωγής 

ανά στρέμμα
	

	Κλάδος
	Έδαφος

(στρέμματα)
	Εργασία

(ανθρωποώρες)
	Μεταβλητές δαπάνες   (€)
	Ακαθ. Κέρδος

(€/στρέμμα)

	Αραβόσιτος
	1
	70
	90
	144

	Βαμβάκι
	1
	25
	60
	90


Ζητείται ο άριστος συνδυασμός των δύο κλάδων για να επιτύχει η γεωργική εκμετάλλευση το μέγιστο συνολικό Ακαθάριστο Κέρδος (πρόκειται για την πρώτη άσκηση που επιλύθηκε προηγουμένως με την γραφική μέθοδο ). 

Το γραμμικό πρόγραμμα γράφεται ως κάτωθι:

     max g(X)=max Z= 144 x1 + 90 x2 


υπό τους περιορισμούς;


   x1 + x2 

 60 στρέμματα 


70x1 + 25x2 

 2.000 ώρες εργασίας


90x1 + 60x2 

 4.500 € κυκλοφοριακού κεφαλαίου



x1, x2 

 0

Για την επίλυση του προβλήματος πρέπει να προσδιορισθεί η πρώτη βασική εφικτή λύση. Για το σκοπό αυτό το πρόβλημα πρέπει να γραφτεί στην κανονική του μορφή εισάγοντας τις μεταβλητές αποκλίσεως (ti). Οπότε το πρόβλημα μετασχηματίζεται ως ακολούθως:
    max Z= 144 x1 + 90 x2 


υπό τους περιορισμούς;



    x1  +     x2 + t1
        =60 στρέμματα


70x1  + 25x2       + t2       =2.000 ώρες εργασίας



90x1  + 60x2             + t3  =4.500 € κυκλοφοριακού κεφαλαίου

x1, x2, t1, t2, t3 

 0


Εάν μηδενισθούν οι τιμές των μεταβλητών απόφασης τότε λαμβάνουμε την πρώτη βασική εφικτή λύση:
x1 = x2 = 0 : t1 = 60, t2 = 2000, t3 = 4.500
Στη συνέχεια μπορούμε να δημιουργήσουμε τον πρώτο πίνακα όπου στη βάση θα εισάγονται οι μεταβλητές  t1 (με τιμή 60),t2 (με τιμή 2000) και t3 (με τιμή = 4500), που αντιστοιχούν στη βασική εφικτή λύση.
Πίνακας I  

	Max
	0
	0
	0
	144
	90
	

	cB
	B
	Po
	t1
	t2
	t3
	x1
	x2
	Po/aij

	0

0

0
	t1
t2
t3
	60

2000

4500
	1

0

0
	0

1

0
	0

0

1
	1

70

90
	1

25

60
	60
pivot 28,6
50

	-Z0
	0
	cj-zj SYMBOL 189 \f "Symbol"0
	0
	0
	144
	90
	


Επειδή δύο μέλη της γραμμής cj-zj παίρνουν θετικές τιμές (144 και 90), αυτή η βασική εφικτή λύση δεν είναι η άριστη λύση. 

Συνεπώς αναζητάτε μία λύση που θα θέσει μια μεταβλητή της βάσης εκτός βάσης, αντικαθιστώντας την, με μία μεταβλητή που είναι ακόμη εκτός βάσης. Η μεταβλητή x1 εισέρχεται στην βάση (στην στήλη Β), αφού έχει την υψηλότερη θετική τιμή στην γραμμή cj-zj (144).

Εξέρχεται από την βάση η μεταβλητή απoκλίσεως t2, αφού διαιρέθηκαν οι τεχνικοί συντελεστές που αντιστοιχούν στην μεταβλητή x1 με τις τιμές που λαμβάνουν οι μεταβλητές, στις αντίστοιχες γραμμές, στη στήλη P0, δηλαδή με την αντιστοιχούσα βασική λύση: 
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Το μικρότερο πηλίκο είναι το 28,6 που αντιστοιχεί στην γραμμή όπου η μεταβλητή αποκλίσεως t2 είναι στη βάση. Συνεπώς εξάγεται από τη βάση η t2 (που αντιστοιχεί στη διαθέσιμη εργασία) για να εισαχθεί η x1 (καλλιέργεια αραβόσιτου), στο επίπεδο των 28,6 στρεμμάτων. 

Η τομή της στήλης που αντιστοιχεί στην x1 και της γραμμής που αντιστοιχεί στην t2, δηλαδή το 70 είναι το pivot. 

Στη συνέχεια δημιουργούμε τον πίνακα ΙΙ:
Πίνακας II  

	Max
	0
	0
	0
	144
	90
	

	CB
	B
	Po
	t1
	t2
	t3
	x1
	x2
	Po/aij

	0

144
0
	t1
x1
t3
	31,429
28,571
1928,57
	1

0

0
	-0,0143

0,0143

-1,29
	0

0

1
	0

1

0
	0,643
0,357

27,86
	Pivot 48,89
       80,00
       69,23

	-Z0
	-4114,29
	cj-zjSYMBOL 189 \f "Symbol"0
	-2,06
	0
	0
	38,57
	


Για να συμπληρώσουμε τον πίνακα II κατ' αρχήν καταρτίζουμε την γραμμή που βρίσκεται το pivot, διαιρώντας όλα τα αντίστοιχα στοιχεία της γραμμής του πίνακα Ι με το pivot του πίνακα Ι:
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Τα υπόλοιπα στοιχεία του πίνακα II καταρτίζονται με βάση τον πίνακα I και τον κανόνα του ορθογωνίου παραλληλογράμμου: 

Έτσι π.χ. στην τομή της στήλης x2 και της γραμμής t1 υπολογίζουμε: 
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Ακόμη στην τομή της στήλης x2 και της γραμμής t3 υπολογίζουμε:
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Επίσης στην τομή της στήλης t2 και της γραμμής t3 υπολογίζουμε: 
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 ενώ στην τομή της στήλης t1 και της γραμμής t1  υπολογίζουμε:  
[image: image9.wmf] 
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Να σημειωθεί ότι οι λοιπές τιμές που βρίσκονται στην ίδια στήλη με το pivot είναι μηδέν: Έτσι στην τομή της στήλης x1 και της γραμμής t3 υπολογίζουμε:
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Το  -K0  
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Άρα η αντικειμενική συνάρτηση λαμβάνει τιμή 4.114,29 € που αντιστοιχεί στην βασική εφικτή λύση που περιγράφεται στην στήλη P0. Δηλαδή στην βάση έχουν εισέλθει: 


α) Η μεταβλητή απόκλισης t1 και σε ύψος 31,429 στρέμματα, όπως φαίνεται από την στήλη P0 (δηλαδή μένουν αχρησιμοποίητα 31,429 στρέμματα διαθέσιμου εδάφους).


β) η μεταβλητή απόφασης x1 και σε ύψος 28,571 στρεμμάτων, όπως φαίνεται από την στήλη P0 (δηλαδή ο αραβόσιτος εισέρχεται στο καλλιεργητικό πρόγραμμα σε ύψος 28,571 στρεμμάτων).


γ) Η μεταβλητή απόκλισης t3 και σε ύψος 1928,57 €, όπως φαίνεται από τη στήλη P0 (δηλαδή μένουν αχρησιμοποίητα 1928,57 € κυκλοφοριακού κεφαλαίου).

Aς εξετάσουμε την σημασία των μεγεθών που περιέχονται στον πίνακα II :

Oι μεταβλητές απόκλισης t1 και t2 είναι στη βάση για αντίστοιχο ύψος 31,429 στρ. και 1928,57 € διαθέσιμων συντελεστών παραγωγής που παραμένουν αχρησιμοποίητοι στην παρούσα εφικτή λύση. 

Επειδή οι μεταβλητές απόκλισης δεν δίνουν κανένα οικονομικό αποτέλεσμα, γι' αυτό και οι αντίστοιχες τιμές τους στην πρώτη γραμμή (γραμμή max) του πίνακα Simplex είναι 0.

Η μεταβλητή απόκλισης t2 εξήλθε της βάσης (εξαντλήθηκε η διαθέσιμη εργασία) και στην θέση της εισήλθε η μεταβλητή απόφασης x1 (καλλιέργεια αραβόσιτου) σε ύψος 28,571 στρεμμάτων, εξαντλώντας όλη τη διαθέσιμη εργασία. 

Όσον αφορά την τελευταία γραμμή cj-zj, τα στοιχεία που αναφέρονται στις στήλες των μεταβλητών αποκλίσεως t1, t2, t3, εμφανίζουν την οριακή παραγωγικότητα των διαθέσιμων συντελεστών παραγωγής στους οποίους αντιστοιχούν οι t1, t2, t3 (ή το αντίστοιχο οριακό κόστος), δηλαδή π.χ. στην στήλη t2 υπολογίζεται πόσο θα αυξηθεί η υφιστάμενη τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης (το ακαθάριστο κέρδος της γεωργικής εκμετάλλευσης) εάν αυξηθεί η διαθέσιμη εργασία κατά μία ανθρωποώρα (2,06 €). Οι τιμές αυτές ονομάζονται και σκιώδεις τιμές των συντελεστών (shadow prices).

Αντιστοίχως όταν αναφερόμαστε στις στήλες των μεταβλητών απόφασης, στη γραμμή cj-zj φαίνεται πόσο θα αυξηθεί η υφιστάμενη τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης, εάν εισέλθει η μεταβλητή απόφασης στην βάση κατά μία μονάδα. Συνεπώς, εάν η μεταβλητή απόφασης x2 (καλλιέργεια βαμβακιού)  εισέλθει στη βάση κατά 1 στρέμμα, τότε η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης Z0 που υπολογίζεται με το υφιστάμενο καλλιεργητικό πρόγραμμα του πίνακα ΙΙ στο ύψος των 4114,29 € (δηλαδή καλλιεργώντας αραβόσιτο σε 28,571 στρέμματα), θα αυξηθεί κατά  38,57 €. 

Η γραμμή cj-zj αποτελεί το κριτήριο επιλογής μεταξύ εκείνων των μεταβλητών στο πρόγραμμα, οι οποίες δεν βρίσκονται στην βάση και η εισαγωγή των οποίων θα συμβάλλει στην αύξηση της τιμής της αντικειμενικής συνάρτησης. Επιλέγεται δε για να εισέλθει στην βάση, η μεταβλητή εκείνη που έχει τον υψηλότερο θετικό αριθμό στην γραμμή cj-zj. 

Συνεχίζεται λοιπόν η δημιουργία πινάκων μέχρι του σημείου που δεν παρουσιάζονται πλέον θετικοί συντελεστές στην γραμμή cj-zj.  Αυτό θα σημαίνει ότι επιτεύχθηκε η μεγιστοποίηση της αντικειμενικής συνάρτησης, δηλαδή θα έχουμε επιτύχει την άριστη λύση (max Z0).

Εφόσον λοιπόν υπάρχει θετικός αριθμός στην γραμμή cj-zj, συνεχίζουμε την διαδικασία σχηματίζοντας τον πίνακα III. Εισάγουμε στη βάση την μεταβλητή απόφασης x2 στην οποία αντιστοιχεί ο μοναδικός θετικός αριθμός στην γραμμή cj-zj (38,57).

Bρίσκουμε το αντίστοιχο pivot,  δηλαδή το 0,643, αφού είναι το μικρότερο πηλίκο του Po/aij.
Ο πίνακας ΙΙΙ παίρνει την παρακάτω μορφή:
Πίνακας III  
	Max
	0
	0
	0
	144
	90

	CB
	B
	Po
	t1
	t2
	t3
	x1
	x2

	90
144
0
	x2
x1
t3
	48,889
11,111
566,667
	          1,556

         -0,556

         -43,333
	  -0,022

    0,0222
   -0,6667
	0

0

1
	0

1

0
	1

0

0

	-Z0
	-6000,00
	cj-zjSYMBOL 189 \f "Symbol"-60,00
	-1,200
	0
	0
	0


Η αντικειμενική συνάρτηση μεγιστοποιείται (Z0 = 6.000 €) και καταλήγουμε συνεπώς στην άριστη λύση, δηλαδή στην βάση εισέρχονται για 48,889 στρέμματα η καλλιέργεια x2 (βαμβάκι), για 11,111 στρέμματα η καλλιέργεια x1(αραβόσιτος), ενώ μένουν αχρησιμοποίητα 566,667 € διαθεσίμου κυκλοφοριακού κεφαλαίου. 

Επίσης οι μεταβλητές απόκλισης t1 και t2 έχουν εξέλθει της βάσης που σημαίνει ότι έχουν εξαντληθεί το σύνολο του διαθέσιμου εδάφους και της διαθέσιμης εργασίας. 

Καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι βρήκαμε την άριστη λύση, αφού στην γραμμή cj-zj δεν υπάρχουν πλέον θετικοί αριθμοί. 

Από την στήλη t1 φαίνεται ότι αν αυξηθεί το διαθέσιμο έδαφος κατά 1 στρέμμα, τότε η αντικειμενική συνάρτηση θα αυξηθεί κατά 60 € (σκιώδης τιμή ενός στρέμματος εδάφους).  Συνεπώς θα αυξηθεί περαιτέρω το συνολικό Ακαθάριστο Κέρδος της εκμετάλλευσης, εάν ο γεωργός μπορεί να νοικιάσει πρόσθετο έδαφος (πέραν των υφιστάμενων 60 στρεμμάτων), με τιμή ενοικίου μικρότερη των 60 € ανά στρέμμα.
Αντιστοίχως από την στήλη t2 φαίνεται ότι αν αυξηθεί η διαθέσιμη εργασία κατά 1 ανθρωποώρα, τότε η αντικειμενική συνάρτηση θα αυξηθεί κατά 0,20 €  (σκιώδης τιμή μίας ανθρωποώρας). Συνεπώς θα αυξηθεί περαιτέρω το συνολικό Ακαθάριστο Κέρδος της εκμετάλλευσης, εάν ο γεωργός μπορεί να εξεύρει πρόσθετη εργασία (πέραν των υφιστάμενων 2.000 ωρών), με ωρομίσθιο μικρότερο του 1,2 €.
Απόκτηση της πρώτης βασικής εφικτής λύσης 

Η εφαρμογή της μεθόδου Simplex προϋποθέτει την άμεση εξεύρεση της πρώτης βασικής εφικτής λύσης, σε προβλήματα είτε μεγιστοποίησης είτε ελαχιστοποίησης. Όμως η εξεύρεση της πρώτης βασικής εφικτής λύσης δεν είναι εφικτή, με τη μέθοδο που παρουσιάσθηκε στα προηγούμενα, σε γραμμικά προγράμματα με πρόσημο «(» ή «(», στους περιορισμούς τους. Κατά το μετασχηματισμό γραμμικών προγραμμάτων αυτής της μορφής, στην κανονική τους μορφή, στους περιορισμούς του τύπου « ( » η μεταβλητή αποκλίσεως λαμβάνει αρνητικό πρόσημο (-ti), ενώ στους περιορισμούς του τύπου « ( » δεν εισάγεται καθόλου μεταβλητή απόκλισης.

Στις περιπτώσεις αυτές εισάγονται στο υπόδειγμα του γραμμικού προγραμματισμού οι τεχνητές μεταβλητές vi, δηλαδή μεταβλητές με θετικό πρόσημο (μία για κάθε περιορισμό) και  χρησιμοποιείται συνήθως η μέθοδος Μ για την εύρεση μιας πρώτης βασικής εφικτής λύσης. Δηλαδή οι τεχνητές μεταβλητές χρησιμοποιούν στην αντικειμενική συνάρτηση ως οικονομικό συντελεστή τον αριθμό Μ που παίρνει τιμή αυθαίρετα πολύ μεγάλη. Στην περίπτωση μεγιστοποίησης του προβλήματος ο αριθμός Μ παίρνει αρνητικό πρόσημο, ενώ στην περίπτωση της ελαχιστοποίησης ο αριθμός Μ παίρνει θετικό πρόσημο. Τέλος κάτω από την γραμμή υπολογισμού της τιμής της αντικειμενικής συνάρτησης Z0 και του υπολογισμού της σχέσης cj-zj
, (όπου οι αριθμοί Μ θεωρούνται ότι λαμβάνουν μηδενική τιμή), προστίθεται μια νέα γραμμή (η γραμμή Μ), στην οποία πραγματοποιούνται οι ίδιοι υπολογισμοί, κατά τους οποίους όμως λαμβάνονται υπόψη μόνον οι αριθμοί Μ, ως οικονομικοί συντελεστές. Η διαδικασία μετασχηματισμού σε επόμενους πίνακες προχωρά με βάση τα προαναφερθέντα  (με την χρήση του αλγόριθμου Simplex) έως ότου  στην γραμμή Μ, καμία από τις τιμές που υπολογίζονται από την σχέση cj-zj (ή zj-cj  εάν πρόκειται για ελαχιστοποίηση) δεν  είναι θετικές
. Τότε καταργείται η γραμμή Μ και συνεχίζεται η διαδικασία μετασχηματισμού σε επόμενους πίνακες, με βάση την προηγούμενη γραμμή υπολογισμού της τιμής της Z0 και του υπολογισμού της σχέσης cj-zj. Όταν και σ’αυτή την γραμμή καμία από τις τιμές του υπολογισμού της σχέσης cj-zj (ή zj-cj  εάν πρόκειται για ελαχιστοποίηση) δεν  είναι θετική, τότε σταματά η διαδικασία και έχει βρεθεί η άριστη λύση.
Παράδειγμα επίλυσης γραμμικού προγράμματος ελαχιστοποίησης με την χρήση της μεθόδου Μ
Από γεωργική εκμετάλλευση πρέπει να κατασκευασθεί μίγμα το οποίο θα καλύψει μέρος των διατροφικών αναγκών παχυνομένων αρνιών, για χρονικό διάστημα 150 ημερών (οι υπόλοιπες ανάγκες θα καλυφθούν με χονδροειδείς ζωοτροφές). Γι αυτό το χρονικό διάστημα οι συνολικές  ανάγκες ενός ζώου που θα καλυφθούν τουλάχιστον από το μίγμα, όσον αφορά την ενέργεια ανέρχονται σε 62.000 Μονάδες Αμύλου, σε 8.000 gr Πεπτές Αζωτούχες Ουσίες και σε 87.000 gr Ξηράς Ουσίας. Το μίγμα  θα αποτελείται από Αραβόσιτο και Πίτυρα, που αγοράζονται από το εμπόριο:

	
	Αραβόσιτος
	Πίτυρα

	Τιμή αγοράς (€/Kgr)
	0,35
	0,30

	Μονάδες αμύλου ανά Kgr
	810
	495

	Πεπτές Αζωτούχες (gr/Kgr)
	76
	117

	Ξηρά Ουσία (gr/Kgr)
	860
	880


Ζητείται ο άριστος συνδυασμός των δύο ζωοτροφών ώστε να συντεθεί το μίγμα με βάση τις προαναφερόμενες προδιαγραφές, αλλά και με το ελάχιστο κόστος. (πρόκειται για την δεύτερη άσκηση που επιλύθηκε προηγουμένως με την γραφική μέθοδο ). 

Το γραμμικό αυτό πρόβλημα γράφεται ως εξής:

Η αντικειμενική συνάρτηση θα είναι:

min Z = 0,35x1 + 0,30x2

υπό τους περιορισμούς


810x1 + 495x2 

 62.000 Μονάδες Αμύλου


76x1 + 117x2 

 8.000 gr Πεπτές Αζωτούχες Ουσίες


860x1 + 880x2 

 87.000 gr Ξηράς Ουσίας


x1, x2 

 0

Προσπαθώντας να εξευρεθεί η πρώτη βασική εφικτή λύση εισάγονται οι μεταβλητές αποκλίσεως (ti). Οπότε το πρόβλημα μετασχηματίζεται ως ακολούθως:
min Z = 0,35x1 + 0,30x2

υπό τους περιορισμούς

810 x1 + 495 x2 - t1
         =62.000

  76 x1 + 117 x2    -   t2       =  8.000

860 x1 + 880 x2     -        t3 =87.000

x1, x2, t1, t2, t3 

 0

Εάν μηδενισθούν οι τιμές που λαμβάνουν οι μεταβλητές απόφασης (x1, x2) τότε επιλύοντας το σύστημα των τριών εξισώσεων, οι μεταβλητές αποκλίσεως θα λάβουν αρνητικές τιμές, αποτέλεσμα που δεν καλύπτει τον τελευταίο περιορισμό (t1, t2, t3 

 0)
Κατόπιν εισάγονται οι τεχνητές μεταβλητές vi , με οικονομικό συντελεστή Μ, όποτε το πρόβλημα γράφεται:

min Z = 0,35x1 + 0,30x2+ Mv1 + Mv2 + Mv3
υπό τους περιορισμούς

810 x1 + 495 x2 - t1 +  v1                       = 
62.000

  76 x1 + 117 x2 -   t2 +        v2               = 
  8.000

860 x1 + 880 x2 -     t3 +                v3     =
87.000

x1, x2, t1, t2, t3, v1, v2, v3  

 0

Συνεπώς η πρώτη βασική εφικτή λύση είναι η ακόλουθη:

x1 = 0, x2 = 0, t1 = 0, t2  = 0, t3  = 0, v1  = 62.000, v2  = 8.000 και 

v3  = 87.000

Χρησιμοποιώντας αυτή την βασική εφικτή λύση συμπληρώνεται ο πίνακας Ι που ακολουθεί.





          ΠΙΝΑΚΑΣ  Ι 

	Min
	0
	0
	0
	M
	M
	M
	0,35
	0,30
	
	

	CB
	B
	Po
	t1
	t2
	t3
	v1
	v2
	v3
	x1
	x2
	Po/αij
	

	M
	v1
	62.000
	-1
	0
	0
	1
	0
	0
	810
	495
	76,5
	pivot

	M
	v2
	8.000
	0
	-1
	0
	0
	1
	0
	76
	117
	105,3
	

	M
	v3
	87.000
	0
	0
	-1
	0
	0
	1
	860
	880
	101,2
	

	Z0
	0
	zj
-
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	-0,35
	-0,30
	
	

	M0
	157.000 M
	cj
	-M
	-M
	-M
	0
	0
	0
	1746 M
	1492M
	
	


                                                                                  

        (
                                                                        

Μεγαλύτερο θετικό Μ

Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία συμπληρώνονται και οι υπόλοιποι 3 πίνακες μέχρι να φτάσουμε στον πίνακα IV που είναι ο τελικός.

                                                    ΠΝΑΚΑΣ ΙΙ
	Min
	0
	0
	0
	M
	M
	M
	0,35
	0,30
	
	

	CB
	B
	Po
	t1
	t2
	t3
	v1
	v2
	v3
	x1
	x2
	Po/αij
	

	0,35
	x1
	76,54
	-0,00123
	0
	0
	
	0
	0
	1
	0,611
	125,3
	

	M
	v2
	2183
	0,09383
	-1
	0
	
	1
	0
	0
	70,56
	30,9
	pivot

	M
	v3
	21173
	1,06173
	0
	-1
	
	0
	1
	0
	354,44
	59,7
	

	Z0
	26,79
	zj
-
	-0,00043
	0
	0
	
	0
	0
	0
	-0,086
	
	

	M0
	23356 M
	cj
	1,16 M
	-M
	-M
	
	0
	0
	0
	425 M
	
	


                                                                                               
            


(
                                                                                            



 Μεγαλύτερο θετικό Μ

Σχόλιο: Η στήλη της μεταβλητής v1 που βγήκε από την βάση, δεν λαμβάνεται υπόψη στους παρακάτω υπολογισμούς.
ΠΙΝΑΚΑΣ  ΙΙΙ

	min
	0
	0
	0
	M
	M
	M
	0,35
	0,30
	
	

	CB
	B
	Po
	t1
	t2
	t3
	v1
	v2
	v3
	x1
	x2
	Po/αij
	

	0,35
	x1
	57,64
	-0,00205
	0,0087
	0
	
	
	0
	1
	0
	6.654,5
	

	0,30
	x2
	31
	0,00133
	-0,0142
	0
	
	
	0
	0
	1
	(
	

	M
	v3
	10208
	0,59
	5,024
	-1
	
	
	1
	0
	0
	2.031,9
	pivot

	Z0
	29,45
	zj
-
	-0,0003
	-0,0012
	0
	
	
	0
	0
	0
	
	

	M0
	10208 M
	cj
	0,59 M
	5,024 M
	-1M
	
	
	0
	0
	0
	
	


                                               

(
                                     

 Μεγαλύτερο θετικό Μ

Σχόλιο: Η στήλη της μεταβλητής v2 που βγήκε επίσης από την βάση, δεν λαμβάνεται υπόψη στους παρακάτω υπολογισμούς.
ΠΙΝΑΚΑΣ  IV   (Τελικός)
	min
	0
	0
	0
	M
	M
	M
	0,35
	0,30
	
	

	CB
	B
	Po
	t1
	t2
	t3
	v1
	v2
	v3
	x1
	x2
	
	

	0,35
	x1
	40,04
	-0,00307
	0
	0,00172
	
	
	
	1
	0
	
	

	0,30
	x2
	59,74
	0,00300
	0
	-0,00282
	
	
	
	0
	1
	
	

	0
	t2
	2032
	0,118
	1
	-0,199
	
	
	
	0
	0
	
	

	Z0
	31,93
	zj-cj 
	-0,00017
	0
	-0,00024
	
	
	
	0
	0
	
	

	
	


Σχόλιο: Η στήλη της μεταβλητής v3 που βγήκε επίσης από την βάση, δεν λαμβάνεται υπόψη στους παρακάτω υπολογισμούς.
Στην γραμμή kj-cj όλες οι τιμές είναι μικρότερες ή ίσες του μηδενός (zj-cj ( 0). Συνεπώς καταλήγουμε στην αρίστη λύση κατά την οποία η αντικειμενική συνάρτηση ελαχιστοποιείται (Z0 = 31,93 €).

Στη βάση εισέρχεται η ζωοτροφή x1 (αραβόσιτος) για 40,04 κιλά και η ζωοτροφή x2 (πίτυρα) για 59,74 κιλά, ενώ οι Πεπτές Αζωτούχες Ουσίες (Π.Α.Ο) έχουν υπερκαλυφθεί κατά 2.032 gr. Οι ελάχιστες προδιαγραφές του μίγματος ήταν 8.000 gr Π.Α.Ο, ενώ με βάση την σύνθεση του μίγματος που παρέχεται από την άριστη λύση, οι Π.Α.Ο  ανέρχονται σε 10.032 gr [(40,04 Kgr αραβόσιτου x 76 gr Π.Α.Ο./Kgr αραβοσίτου) + (59,74 Kgr πιτύρων x 117 gr Π.Α.Ο./Kgr πίτυρα) = 10.032 gr Π.Α.Ο.].

Ακόμη οι μεταβλητές απόκλισης t1 και t3 έχουν εξέλθει της βάσης, που σημαίνει ότι η σύνθεση του μίγματος ζωοτροφών που προκύπτει από την άριστη λύση, καλύπτει στο ελάχιστο δυνατόν όριο τις προδιαγραφές κατασκευής του μίγματος σε Μονάδες Αμύλου (62.000 Μ.Α.) και σε Ξηρά Ουσία (87.000 gr Ξ.Ο): 

1.
(40,04 Kgr Αραβοσίτου x 810 Μ.Α./Kgr Αραβοσίτου) + (59,74 Kgr Πίτυρα x 495 Μ.Α./Kgr πίτυρων) = 62.000 Μ.Α.

2.
(40,04 Kgr Αραβοσίτου x 860 gr Ξ.Ο./Κgr Αραβοσίτου) + (59,74 Kgr Πίτυρα x 880 gr Ξ.Ο./Kgr Πίτυρων) = 87.000 gr Ξ.Ο.

Από τη στήλη t1 φαίνεται ότι εάν οι προδιαγραφές του μίγματος όσον αφορά την ελάχιστη περιεκτικότητα σε Μονάδες Αμύλου μειωθούν κατά μία Μονάδα Αμύλου, τότε στην σύνθεση του μίγματος που προκύπτει από την άριστη λύση, θα μειωθεί η περιεκτικότητα του Αραβοσίτου (x1) κατά 0,00307 Kgr και θα αυξηθεί η περιεκτικότητα των πίτυρων (x2) κατά 0,003 Kgr.

Σ’ αυτή την περίπτωση τα γραμμάρια Πεπτών Αζωτούχων Ουσιών που παρέχει η σύνθεση του μίγματος που προκύπτει από την άριστη λύση, θα αυξηθούν κατά 0,118 gr [(0,003 Kgr πίτυρα x 117 gr Π.Α.Ο./Kgr πίτυρα) - (0,00307 Kgr αραβόσιτος x 76 gr Π.Α.Ο./Kgr αραβόσιτου) = 0,118 gr Π.Α.Ο.

Επίσης η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης μειώνεται κατά 0,00017 € [(0,003 Kgr πίτυρα x 0,30 €/Kgr πίτυρων) - (0,00307 Kgr αραβοσίτου x 0,35 €/Kgr αραβοσίτου)] = -0,00017 € (σκιώδης τιμή Μονάδας Αμύλου). Συνεπώς εάν υπάρχει άλλη ζωοτροφή (πλην των δυο εξεταζομένων) που περιέχει Μονάδες Αμύλου, με κόστος για την γεωργική εκμετάλλευση μικρότερης της 0,00017 €/Μ.Α., τότε πρέπει να διερευνηθεί η εισαγωγή της στη σύνθεση του μίγματος. 

Αντιστοίχως από την στήλη t3 φαίνεται ότι αν οι προδιαγραφές του μίγματος όσον αφορά την Ξηρά Ουσία μειωθούν κατά 1 gr Ξ.Ο., τότε στην σύνθεση του μίγματος που προκύπτει από την άριστη λύση, θα μειωθεί η περιεκτικότητα των πίτυρων (x2) κατά 0,00282 Kgr και θα αυξηθεί η περιεκτικότητα του αραβοσίτου (x1) κατά 0,00172 Kgr. 

Σ’ αυτή την περίπτωση τα γραμμάρια Πεπτών Αζωτούχων Ουσιών που παρέχει η σύνθεση του μίγματος που προκύπτει από την άριστη λύση, θα μειωθούν κατά 0,199 gr [(0,00172 Kgr αραβοσίτου x 76 gr Π.Α.Ο./Kgr αραβοσίτου) - (0,00282 Kgr πίτυρα x 117 gr Π.Α.Ο./Kgr πίτυρων)] = - 0,199 gr Π.Α.Ο.

Επίσης η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης θα μειωθεί κατά 0,00024 € [(0,00172 Kgr αραβοσίτου x 0,35 €/Kgr αραβοσίτου) - (0,00282 Kgr πίτυρα x 0,30 €/Kgr πίτυρων)] = -0,00024 € (σκιώδης τιμή Π.Α.Ο.). Συνεπώς εάν υπάρχει άλλη ζωοτροφή (εκτός των δυο εξεταζομένων) που περιέχει Ξηρά Ουσία με κόστος για την γεωργική εκμετάλλευση μικρότερο των 0,00024 €/gr Ξ.Ο., τότε πρέπει να διερευνηθεί η εισαγωγή της στη σύνθεση του μίγματος. 

Οριο εργασίας


x1=-� EMBED Equation.2  ���x2+28,6





(12;48)
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Οριο κεφαλαίου


x1=-� EMBED Equation.2  ���x2 + 50





Οριο εδάφους


x1 = -x2 + 60





Σύνολο εφικτών λύσεων 


(ή εφικτός χώρος)





Κατεύθυνση αυξανομένων  Ζ


Ζ=8000Χ1 + 5000Χ2
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Σύνολο Εφικτών  Λύσεων (ή εφικτός  χώρος)





Όριο Μονάδων Αμύλου


Χ1= -� EMBED Equation.2  ��� Χ2 + 76,5








Κατεύθυνση των μειούμενων K


Ζ = 0,35χ1 + 0,30 χ2
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Όριο Πεπτών Αζωτούχων Ουσιών 


Χ1= -� EMBED Equation.2  ��� Χ2 + 105,3





Όριο Ξηράς Ουσίας


Χ1= -� EMBED Equation.2  ���Χ2 + 101,1
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� Μονάδα Αμύλου: Πρόκειται για μονάδα μέτρησης ενέργειας, όπως αντίστοιχες μονάδες που χρησιμοποιούνται στην διατροφή των ζώων είναι η Νομευτική Μονάδα και σε MJ η Καθαρή Ενέργεια Γαλακτοπαραγωγής (Κ.Ε.Γ.)


� Όταν οι μεταβλητές απόφασης είναι περισσότερες των τριών, τότε το σύνολο των εφικτών λύσεων (εφικτός χώρος) είναι ένα υπερπολύεδρο, που δεν μπορεί να αναπαρασταθεί γραφικά.


�για ένα πρόβλημα μεγιστοποίησης. Κάποιες φορές η αύξηση είναι μηδενική


� ή  zj-cj εάν πρόκειται για πρόβλημα ελαχιστοποίησης


� Κάθε φορά που μια τεχνητή μεταβλητή vi που είχε εισέλθει στη βάση εξέρχεται, τότε όλη η στήλη που αντιστοιχεί σ’αυτή την μεταβλητή, δεν λαμβάνεται υπόψη στην περεταίρω διαδικασία.
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