
∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ

Εργαστήριο #2

Ονοµατεπώνυµο

Αριθµός Μητρώου

Τµήµα

1. Αν w = f(x, y) = xy + x2 να ϐρεθεί η παράγωγος
dw

dt
κατά µήκος της καµπύλης

(

cos2 t, sin2 t
)

και να υπολογιστεί η τιµή της στο t = π/4.

2. Αν w = f(x, y) = x2 + y2 και x(t, s) = t2 + s, y(t, s) = 1/s να υπολογιστεί η τιµή της

∂w

∂t
στο (s, t) = (−1,−1).

3. ΄Εστω α, β, γ τα µήκη των πλευρών ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου τα οποία µεταβάλ-

λονται µε το χρόνο. Μια συγκεκριµένη χρονική στιγµή t0 που µας ενδιαφέρει έχουµε

α(t0) = 1m, β(t0) = 2m, γ(t0) = 3m και

dα

dt

∣

∣

∣

∣

t0

= 1m/sec,
dβ

dt

∣

∣

∣

∣

t0

= 1m/sec,
dγ

dt

∣

∣

∣

∣

t0

= −3m/sec

Με ποιό ϱυθµό µεταβάλλεται ο όγκος V του παραλληλεπιπέδου την χρονική στιγµή t0;



Παραδείγµατα

(Α) Αν w = f(x, y, z) = x3y + xyz να ϐρεθεί η παράγωγος
dw

dt
κατά µήκος της καµπύλης

(cos t, sin t, t) και να υπολογιστεί η τιµή της στο t = 0.

dw

dt
=

∂f

∂x
·
dx

dt
+

∂f

∂y
·
dy

dt
+

∂f

∂z
·
dz

dt

= (3x2y + yz) ·
d(cos t)

dt
+ (x3 + xz) ·

d(sin t)

dt
+ (xy) ·

dt

dt

=
[

3(cos t)2(sin t) + (sin t)t
]

· (− sin t) +
[

(cos t)3 + (cos t)t
]

· (cos t) + [cos t sin t] · 1

= −3 cos2 t sin2 t− t sin2 t + cos4 t + t cos2 t + cos t sin t

Στο t = 0 έχουµε
dw

dt

∣

∣

∣

∣

t=0

= −0− 0 + 1 + 0 + 0 = 1.

(Β) Αν w = f(x, y, z) = x2 + y + 2z µε x(t, s) = cos(t − s), y(t, s) = sin(t − s) και

z(t, s) = t+ s, να ϐρεθεί η µερική παράγωγος
∂w

∂s
στο σηµείο (t, s) = (1, 1).

∂w

∂s
=

∂f

∂x
·
∂x

∂s
+

∂f

∂y
·
∂y

∂s
+

∂f

∂z
·
∂z

∂s

= 2x ·
∂(cos(t− s))

∂s
+ 1 ·

∂(sin(t− s))

∂s
+ 2 ·

∂(t + s)

∂s

= 2 cos(t− s)(− sin(t− s))(−1) + cos(t− s)(−1) + 2 · 1 =

= 2 cos(t− s) sin(t− s)− cos(t− s) + 2

Στο (t, s) = (1, 1) έχουµε
∂w

∂s

∣

∣

∣

∣

(1,1)

= 2 cos 0 sin 0− cos 0 + 2 = 1.

(Γ) ΄Εστω α, β, γ τα µήκη των πλευρών ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου τα οποία µεταβάλ-

λονται µε το χρόνο. Μια συγκεκριµένη χρονική στιγµή t0 που µας ενδιαφέρει έχουµε

α(t0) = 1m, β(t0) = 2m, γ(t0) = 3 και

dα

dt

∣

∣

∣

∣

t0

= 1m/sec,
dβ

dt

∣

∣

∣

∣

t0

= 1m/sec,
dγ

dt

∣

∣

∣

∣

t0

= −3m/sec

Με ποιό ϱυθµό µεταβάλλεται το εµβαδόν E των πλευρών και το µήκος L των διαγωνίων

του παραλληλεπιπέδου την χρονική στιγµή t0;

Το ορθογώνιο παραλληλεπιπεδο έχει συνολικά 6 έδρες δύο εκ των οποίων έχουν εµβαδό

αβ, δύο εµβαδό αγ και δύο εµβαδό βγ. Το συνολικο εµβαδό είναι E = 2(αβ+αγ+βγ).

Με χρήση του Πυθαγορείου ϑεωρήµατος το µήκος των διαγωνίων του παραλληλεπι-

πέδου συναρτήσει των ακµών του είναι L =
√

α2 + β2 + γ2.
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dE

dt

∣

∣

∣

∣

t0

=
∂ [2(αβ + αγ + βγ)]

∂α

(

dα

dt

∣

∣

∣

∣

t0

)

+
∂ [2(αβ + αγ + βγ)]

∂β

(

dβ

dt

∣

∣

∣

∣

t0

)

+
∂ [2(αβ + αγ + βγ)]

∂γ

(

dγ

dt

∣

∣

∣

∣

t0

)

= 2 [β(t0) + γ(t0)] · 1 + 2 [α(t0) + γ(t0)] · 1 + 2 [α(t0) + β(t0)] · (−3)

= 2 · (2 + 3) · 1 + 2 · (1 + 3) · 1 + 2 · (1 + 2) · (−3) = 0.

dL

dt

∣

∣

∣

∣

t0

=
∂
(

√

α2 + β2 + γ2
)

∂α

(

dα

dt

∣

∣

∣

∣

t0

)

+
∂
(

√

α2 + β2 + γ2
)

∂β

(

dβ

dt

∣

∣

∣

∣

t0

)

+

+
∂
(

√

α2 + β2 + γ2
)

∂γ

(

dγ

dt

∣

∣

∣

∣

t0

)

=

[

2α

2
√

α2 + β2 + γ2

]

t=t0

· 1 +

[

2β

2
√

α2 + β2 + γ2

]

t=t0

· 1 +

[

2γ

2
√

α2 + β2 + γ2

]

t=t0

· (−3)

=
1

√

12 + 22 + 32
+

2
√

12 + 22 + 32
+

3
√

12 + 22 + 32
· (−3) = −

6
√

14
.
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Λύσεις Ασκήσεων Εργαστηρίου #2

1. w = f(x, y) = xy + x2, x(t) = cos2 t, y(t) = sin2 t.

dw

dt
=

∂f

∂x
·
dx

dt
+

∂f

∂y
·
dy

dt
= (y + 2x) ·

d(cos2 t)

dt
+ x ·

d(sin2 t)

dt

=
[

sin2 t + 2 cos2 t
]

· [2(cos t)(− sin t)] + cos2 t · [2(sin t)(cos t)]

=
[

− sin2 t− 2 cos2 t + cos2 t
]

· 2 sin t cos t

= −2 sin t cos t.

Στο t = π/4 έχουµε
dw

dt

∣

∣

∣

∣

t=π

4

= −2

√

2

2

√

2

2
= −1.

2. w = f(x, y) = x2 + y2, x(t, s) = t2 + s, y(t, s) = 1/s.

∂w

∂t
=

∂f

∂x
·
∂x

∂t
+

∂f

∂y
·
∂y

∂t
= 2x ·

∂(t2 + s)

∂t
+ 2y ·

∂(1/s)

∂t

= 2(t2 + s)2t+ 2
1

s
· 0 = 4t3 + 4ts

Στο (t, s) = (1,−1) έχουµε
dw

dt

∣

∣

∣

∣

(−1,−1)

= 4(−1)3 + 4(−1)(−1) = 0.

3. ΄Ο όγκος V είναι V = αβγ και

dV

dt

∣

∣

∣

∣

t0

=
∂V

∂α

(

dα

dt

∣

∣

∣

∣

t0

)

+
∂V

∂β

(

dβ

dt

∣

∣

∣

∣

t0

)

+
∂V

∂γ

(

dγ

dt

∣

∣

∣

∣

t0

)

=
∂(αβγ)

∂α

(

dα

dt

∣

∣

∣

∣

t0

)

+
∂(αβγ)

∂β

(

dβ

dt

∣

∣

∣

∣

t0

)

+
∂(αβγ)

∂β

(

dγ

dt

∣

∣

∣

∣

t0

)

= β(t0)γ(t0) · 1 + α(t0)γ(t0) · 1 + α(t0)β(t0) · (−3)

= 2 · 3 · 1 + 1 · 3 · 1 + 1 · 2 · (−3) = 3.
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