
∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ

Εργαστήριο #8

Ονοµατεπώνυµο

Αριθµός Μητρώου

Τµήµα

1. Υπολογίστε τον όγκο του στερεού Q που έχει ϐάση τον δίσκο κέντρου (0, 0) και ακτίνας

2 στο xy-επίπεδο

D =
{

(x, y)
∣

∣ 0 ≤ x2 + y2 ≤ 22
}

και ϕράσσεται πάνω από την επιφάνεια z = 4− x2 − y2.

1′. Υπολογίστε τον όγκο του στερεού Q που έχει ϐάση το ορθογώνιο R = [0, 2]× [0, 1] του

xy-επιπέδου και ϕράσσεται πάνω από το επίπεδο x+ y + z = 4.

2. Υπολογίστε τον όγκο του τετραέδρου T µε κορυφές τα σηµεία (0, 0, 0), (2, 2, 0), (0, 2, 0)

και (0, 2, 1).

2′. Υπολογίστε τον όγκο του τετραέδρου T µε κορυφές τα σηµεία (0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 2, 0)

και (0, 0, 3).

3. Σε ένα ορθογώνιο τµήµα γης 3 στρεµµάτων (=3.000µ2), εκπεφρασµένο σε καρτεσιανές

συντεταγµένες ως εξής

R =
{

(x, y)
∣

∣ 0 ≤ x ≤ 75, 0 ≤ y ≤ 40
}

,

γνωρίζουµε ότι η συνολική ϐροχόπτωση σε χιλιοστά ϐροχής το τελευταίο εξάµηνο δίνεται

από την συνάρτηση f(x, y) = 4xy.

Ποιός ο συνολικός όγκος νερού (σε κυβικά µέτρα) που έπεσε στο έδαφος ;



Λύσεις Ασκήσεων Εργαστηρίου #8

1. Η συνάρτηση f : D → R µε f(x, y) = 4 − x2 − y2 είναι ϑετική επί του δίσκου D =
{

(x, y)
∣

∣ 0 ≤ x2 + y2 ≤ 22
}

και το γράφηµά της είναι η επιφάνεια που ϕράσσει (άνω) το

στερεό.

(r, θ, 0)

z < 4− x2 − y2

z = f(x, y) = 4− x2 − y2

2

2

4

Συνεπώς ο Ϲητούµενος όγκος δίνεται από το διπλό ολοκλήρωµα της f(x, y) επί του

δίσκου D και έχουµε

V (Q) =

∫ 2

−2

∫

√
22−x2

−
√
22−x2

(

4− x2
− y2

)

dydx

[

Μετατροπή σε
πολικές

]

=

∫ 2π

0

∫ 2

0

(

4− (r cos θ)2 − (r sin θ)2
)

r drdθ

=

∫ 2π

0

∫ 2

0

(

4− r2
)

r drdθ =

∫ 2π

0

[

2r2 −
r4

4

]2

0

dθ

=

∫ 2π

0

(8− 4) dθ = 8π.

1′. Λύνοντας την εξίσωση του επιπέδου x+ y + z = 4 ως προς z, έχουµε ότι η συνάρτηση

f : [0, 2]× [0, 1] → R µε f(x, y) = 4− x− y
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2
R

1

4

f(x,y)=4−x−y

x+y+z=4

(x,y)

έχει γράφηµα ακριβώς το τµήµα του επιπέδου x+y+z = 4 που ϐρίσκεται πάνω από το

R (µε µπλε σκίαση στο σχήµα). Ο Ϲητούµενος όγκος δίνεται από το διπλό ολοκλήρωµα

της f(x, y) επί του χωρίου R, οπότε έχουµε

V (Q) =

∫∫

R

f(x, y) dA =

∫ 2

0

∫ 1

0

(

4− x− y
)

dydx

=

∫ 2

0

[

(4− x)y −
y2

2

]y=1

y=0

dx =

∫ 2

0

(

4− x−
1

2

)

dx

=

[

7

2
x−

x2

2

]x=2

x=0

=
14

2
−

4

2
= 5.

2. Στο παρακάτω σχήµα έχουµε το τετράεδρο T το οποίο έχει ϐάση το τρίγωνο στο xy−επίπεδο

(

x, y, x−y

2

)

(x,y)

x

y

z

(0, 0, 0)

(0, 2, 0)

(0, 2, 1)

(2, 2, 0)

µε κορυφές τα σηµεία (0, 0, 0), (0, 2, 0) και (2, 2, 0). Σε καρτεσιανές συντεταγµένες (x, y)
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το χωρίο αυτό περιγράφεται ως εξής :

R :=

{

x ≤ y ≤ 2

0 ≤ x ≤ 2

}

y=x

x
2

2

y

Η έδρα του τετραέδρου που ϕράσσει (άνω) το στερεό (µε µπλέ χρώµα στο σχήµα) είναι

τµήµα του επιπέδου που περιέχει τα σηµεία (0, 0, 0), (0, 2, 1) και (2, 2, 0). Για να ϐρούµε

την εξίσωση αυτού του επιπέδου αντικαθιστούµε στην γενική εξίσωση ax+ by + cz = d

τις τιµές των σηµείων και λύνουµε ως προς a, b, c, d :











0a+ 0b+ 0c = d

0a+ 2b+ c = d

2a+ 2b+ 0c = d











=⇒











d = 0

c = −2b

a = −b











Για b = −1 (τυχαία επιλογή) ϐρίσκουµε το επίπεδο x− y + 2z = 0.

Τελικά το τετράεδρο T ϕράσσεται (άνω) από το γράφηµα της συνάρτησης

f : R → R µε f(x, y) =
y − x

2

και ο όγκος του δίνεται από το ολοκλήρωµα

V (T ) =

∫∫

R

f(x, y) dA =

∫ 2

0

∫ 2

x

(y − x

2

)

dydx

=

∫ 2

0

[

y2

4
−

xy

2

]y=2

y=x

dx =

∫ 2

0

(

1− x+
x2

4

)

dx

=

[

x−
x2

2
+

x3

12

]x=2

x=0

= 2−
22

2
+

23

12
=

2

3
.

2′. Υπολογίζουµε την εξίσωση του επιπέδου που ορίζεται από τα σηµεία (1, 0, 0), (0, 2, 0) και

(0, 0, 3) αντικαθιστώντας στην γενική εξίσωση ax+ by + cz = d τις τιµές των παραπάνω

(0,0,3)

(0,0,0)

x

y

z

(1,0,0)

(0,2,0)
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σηµείων και λύνοντας ως προς a, b, c, d. Καταλήγουµε στις εξισώσεις a = d, 2b = d, 3c =

d και έτσι ϐρίσκουµε το επίπεδο

x+
y

2
+

z

3
= 1.

Το δοθέν τετράεδρο T έχει ϐάση το τρίγωνο στο xy−επίπεδο µε κορυφές τα σηµεία

(0, 0, 0), (1, 0, 0) και (0, 2, 0). Σε καρτεσιανές συντεταγµένες (x, y) το χωρίο αυτό περι-

γράφεται ως εξής :

R :=

{

0 ≤ y ≤ 2− 2x

0 ≤ x ≤ 1

}

2x+y=2

x1

2

y

Τελικά το δοθέν τετράεδρο T ϕράσσεται (άνω) από το γράφηµα της συνάρτησης

f : R → R µε f(x, y) = 3− 3x−
3y

2

και ο όγκος του δίνεται από το ολοκλήρωµα

V (T ) =

∫∫

R

f(x, y) dA =

∫ 1

0

∫ 2−2x

0

(

3− 3x−
3y

2

)

dydx

=

∫ 1

0

[

(3− 3x)y −
3y2

4

]y=2−2x

y=0

dx

=

∫ 1

0

(

(3− 3x)(2− 2x)−
3(2− 2x)2

4

)

dx

=

∫ 1

0

3(1− x)2 dx =
[

−(1 − x)3
]x=1

x=0
= (1− 0)3 = 1.

3. Ο συνολικός όγκος δίνεται από το ολοκλήρωµα

∫∫

R

4xy dydx. Αφού η µονάδα µέτρησης

στο xy−επίπεδο είναι το µέτρο, για να το υπολογίσουµε, µετατρέπουµε τα χιλιοστά

ϐροχής σε µέτρα : 1m = 103mm άρα το ύψος ϐροχής σε µέτρα είναι 10−34xy.

∫ 40

0

∫ 75

0

10−34xy dxdy =

∫ 40

0

(
∫ 75

0

10−34xy dx

)

dy =

∫ 40

0

(

[

10−32x2y
]x=75

x=0

)

dy

=

∫ 40

0

10−37522y dy = 10−3752
[

y2
]y=40

y=0
= 10−3752402

=
32542652

2353
= 233253 = 9.000 κυβικά µέτρα
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