
∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ

Εργαστήριο #5

Ονοµατεπώνυµο

Αριθµός Μητρώου

Τµήµα

1. Για το ολοκλήρωµα

∫

4

0

∫

√
4−x

0

y2dydx σχεδιάστε την περιοχή ολοκήρωσης και αλλάξτε

την σειρά ολοκλήρωσης.

1′. ΄Οµοια για το ολοκλήρωµα

∫

1

0

∫

3y2

0

exydxdy.

2. Βρείτε το εµβαδόν του χωρίου που ϕράσσεται από την παραβολή y2 + x = 1 και την

ευθεία y = x+ 1.

2′. ΄Οµοια για το χωρίο που ϕράσσεται από την παραβολή y = x2 και την ευθεία y = 2−x.

3. Υπολογίστε το εµβαδόν του χωρίου που ϕράσσεται από την γραφική παράσταση της

εκθετικής συνάρτησης και τις ευθείες x = 0, y = 0 και x = ln 2.

3′. Υπολογίστε το εµβαδόν του χωρίου που ϕράσσεται από την γραφική παράσταση της

εκθετικής συνάρτησης και τις ευθείες x = 0, y = 2.



Λύσεις Ασκήσεων Εργαστηρίου #5

1. Τα όρια ολοκλήρωσης δίνονται από τις ανισότητες 0 ≤ y ≤
√
4− x και 0 ≤ x ≤

4. Συνεπώς, το χωρίο ϕράσσεται από τις γραφικές παραστάσεις της συνάρτησης y =
√
4− x και των ευθειών y = 0 και x = 0.

Στο χωρίο αυτό για την µεταβλητή y έχουµε την ανισότητα 0 ≤ y ≤ 2 και για κάθε

y ∈ [0, 2] η µεταβλητή x κινείται από 0 έως το x που ικανοποιεί την

y =
√
4− x ⇔ x = 4− y2

΄Αρα 0 ≤ x ≤ 4− y2 και

∫

4

0

∫

√
4−x

0

y2dydx =

∫

2

0

∫

4−y
2

0

y2dxdy.

1′. Τα όρια ολοκλήρωσης δίνονται από τις ανισότητες 0 ≤ x ≤ 3y2 και 0 ≤ y ≤ 1.

Συνεπώς, το χωρίο ϕράσσεται από τις γραφικές παραστάσεις της παραβολής x = 3y2

και των ευθειών y = 1 και x = 0.

Στο χωρίο αυτό για την µεταβλητή x έχουµε την ανισότητα 0 ≤ x ≤ 3 και για κάθε

x ∈ [0, 3] η µεταβλητή y κινείται από σηµείο που ικανοποιεί την

x = 3y2 ⇔ y =

√

x

3

έως το 1. ΄Αρα

√

x

3
≤ y ≤ 1 και

∫

1

0

∫

3y
2

0

exydxdy =

∫

3

0

∫

1

√
x

3

exydydx

2. Βρίσκουµε πρώτα τα σηµεία τοµής των y2 + x = 1 και y = x+ 1 :






y2 + x = 1

y = x+ 1







⇐⇒







(x+ 1)2 + x− 1 = 0

y = x+ 1







⇐⇒







x2 + 3x = 0

y = x+ 1







⇐⇒
x = 0,−3

y = x+ 1

΄Αρα τα σηµεία τοµής είναι τα (0, 1) και (−3,−2).
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Το χωρίο που ϕράσσεται από τις γραφικές παραστάσεις των y2 + x = 1 και y = x + 1

οριοθετείται για την µεταβλητή y από το −2 έως 1.

Για τα y ∈ [−2, 1] η µεταβλητή x ϕράσσεται κάτω από την y = x+ 1, δηλαδή y − 1 ≤ x

και άνω από την παραβολή y2 + x = 1, δηλαδή x ≤ 1− y2.

΄Αρα τα όρια ολοκλήρωσης είναι −2 ≤ y ≤ 1 και y − 1 ≤ x ≤ 1− y2 και υπολογίζουµε

∫

1

−2

∫

1−y
2

y−1

1dxdy =

∫

1

−2

(

[x]x=1−y
2

x=y−1

)

dy =

∫

1

−2

(

1− y2 − (y − 1)
)

dy

=

∫

1

−2

(

−y2 − y + 2
)

dy =

[

−
y3

3
−

y2

2
+ 2y

]2

−1

=
9

2

2′. Βρίσκουµε πρώτα τα σηµεία τοµής των y = x2 και y = 2− x :






y = x2

y = 2− x







⇐⇒







2− x = x2

y = 2− x







⇐⇒







x2 + x− 2 = 0

y = 2− x







⇐⇒
x = −2, 1

y = 2− x

΄Αρα τα σηµεία τοµής είναι τα (−2, 4) και (1, 1).
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Το χωρίο που ϕράσσεται από τις γραφικές παραστάσεις των y = x2 και y = 2 − x

οριοθετείται για την µεταβλητή x από το −2 έως 1.

Για τα x ∈ [−2, 1] η µεταβλητή y ϕράσσεται κάτω από την y = x2, δηλαδή x2 ≤ y και

άνω από την υθεία y = 2− x, δηλαδή y ≤ 2− x..

΄Αρα τα όρια ολοκλήρωσης είναι −2 ≤ x ≤ 1 και x2 ≤ y ≤ 2− x και υπολογίζουµε

∫

1

−2

∫

2−x

x2

1dydx =

∫

1

−2

(

[y]y=2−x

y=x2

)

dx =

∫

1

−2

(

2− x− x2
)

dy

=

[

2x−
x2

2
−

x3

3

]1

−2

=
9

2

3. Το χωρίο, που ϐοηθητικά και µόνο απεικονίζεται στο παρακάτω σχήµα,

οριοθετείται για την µεταβλητή x από τις ανισότητες 0 ≤ x ≤ ln 2. Αυτό το ξέρουµε διότι

οι ευθείες x = 0 και x = ln 2) ϕράσσουν το χωρίο.

Για την µεταβλητή y το χωρίο οριοθετείται από τις ανισότητες 0 ≤ y ≤ ex. Αυτό το

ξέρουµε διότι η ευθεία y = 0 και το γράφηµα της ex ϕράσσουν το χωρίο.

΄Αρα τα όρια ολοκλήρωσης είναι 0 ≤ x ≤ ln 2 και 0 ≤ y ≤ ex και υπολογίζουµε

∫

ln 2

0

∫

e
x

0

1dydx =

∫

ln 2

0

(

[y]y=e
x

y=0

)

dx =

∫

ln 2

0

(ex − 0) dy

= [ex]x=ln 2

x=0
= eln 2 − e0 = 2− 1 = 1.

3′. Το χωρίο απεικονίζεται στο ίδιο παραπάνω σχήµα και οριοθετείται από τις ανισότητες

1 ≤ y ≤ 2 και 0 ≤ x ≤ ln y. Υπολογίζουµε

∫

2

1

∫

ln y

0

1dxdy =

∫

2

1

(

[x]x=ln y

x=0

)

dy =

∫

2

1

ln y dy = [y ln y − y]y=ln 2

y=0
= 2 ln 2− 1.
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