
∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ

Εργαστήριο #3

Ονοµατεπώνυµο

Αριθµός Μητρώου

Τµήµα

1. Βρείτε τον ϱυθµό µεταβολής της συνάρτησης f(x, y, z) = 2xy − yz στο σηµείο p =

(1,−1, 1) και στην κατεύθυνση −→u = (1, 2, 1).

΄Οµοια για την συνάρτηση g(x, y, z) =
x

y
+

y

z
στο σηµείο q = (4, 2, 1) και στην κα-

τεύθυνση −→u = (2, 1, 3).

2. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x, y) = ln (x2 + y2) . Βρείτε τον µέγιστο και ελάχιστο ϱυθµό

µεταβολής της f στο σηµείο p = (1, 2) καθώς και την κατεύθυνση στην οποία αυτό

συµβαίνει. Σε ποιά κατεύθυνση ο ϱυθµός µεταβολής είναι 0?

΄Οµοια για την συνάρτηση g(x, y, z) =
x

y
+

y

z
στο σηµείο q = (4, 2, 1).

3. Για την συνάρτηση f της ΄Ασκησης 1, υπάρχει κατεύθυνση −→v ως προς την οποία ο

ϱυθµός µεταβολής της f στο (1,−1, 1) να είναι −3?

΄Οµοια για την συνάρτηση g της ΄Ασκησης 1, υπάρχει κατεύθυνση −→v ως προς την οποία

ο ϱυθµός µεταβολής της g στο (4, 2, 1) να είναι −2?

4. Βρείτε την εξίσωση του επιπέδου που εφάπτεται στην επιφάνεια z+1 = xey στο σηµείο

(1, 0, 0). Βρείτε επίσης την εξίσωση της ευθείας που είναι κάθετη στην ίδια επιφάνεια

στο ίδιο σηµείο.

΄Οµοια για την επιφάνεια x2 − 2y2 − 3z2 + xyz = 4 στο σηµείο (3,−2, 1).

5. Βρείτε τα σηµεία της επιφάνειας x2 + 2y2 + 3z2 = 2 όπου το εφαπτόµενο επίπεδο είναι

παράλληλο µε το επίπεδο 3x− y + 3z = 2.

΄Οµοια για την σφαίρα κέντρου (0, 0, 0) και ακτίνας 2 όπου το εφαπτόµενο επίπεδο είναι

παράλληλο µε το επίπεδο z = 5.



Λύσεις Ασκήσεων Εργαστηρίου #3

1. f(x, y, z) = 2xy − yz, p = (1,−1, 1), −→u = (1, 2, 1).

∇f(p) =
(

fx(p), fy(p), fz(p)
)

=
(

[2y](1,−1,1) , [2x− z](1,−1,1) , [−y](1,−1,1)

)

=
(

2 · (−1), 2 · 1− 1,−(−1)
)

= (−2, 1, 1)

Df−→u (p) = ∇f(p) ·
−→u
|−→u | = (−2, 1, 1) · (1, 2, 1)

|(1, 2, 1)| =
(−2, 1, 1) · (1, 2, 1)√

12 + 22 + 12

=
−2 + 2 + 1√

6
=

1√
6

g(x, y, z) =
x

y
+

y

z
, q = (4, 2, 1), −→u = (2, 1, 3).

∇g(q) =
(

gx(q), gy(q), gz(q)
)

=

(

[

1

y

]

(4,2,1)

,

[−x

y2
+

1

z

]

(4,2,1)

,

[−y

z2

]

(4,2,1)

)

=

(

1

2
,− 4

22
+

1

1
,− 2

12

)

=

(

1

2
, 0,−2

)

Dg−→u (p) = ∇g(q) ·
−→u
|−→u | =

(

1

2
, 0,−2

)

· (2, 1, 3)

|(2, 1, 3)| =
(

1
2
, 0,−2

)

· (2, 1, 3)√
22 + 12 + 32

=
1 + 0− 6√

14
=

−5√
14

2. f(x, y) = ln
(

x2 + y2
)

, p = (1, 2).

∇f(p) =
(

fx(1, 2), fy(1, 2)
)

=

(

[

1

x2 + y2
2x

]

(1,2)

,

[

1

x2 + y2
2y

]

(1,2)

)

=

(

2

12 + 22
,

4

12 + 22

)

=

(

2

5
,
4

5

)

Το µέτρο της κλίσης της f στο (1, 2) είναι

|∇f(1, 2)| =
∣

∣

∣

∣

(

2

5
,
4

5

)
∣

∣

∣

∣

=

√

(

2

5

)2

+

(

4

5

)2

=
2
√
5

5
.

Συνεπώς, ο µέγιστος ϱυθµός µεταβολής είναι 2
√
5

5
και λαµβάνει χώρα στην κατεύθυνση

της κλίσης, δηλαδή στην κατεύθυνση
(

2
5
, 4
5

)

και ο ελάχιστος ϱυθµός µεταβολής είναι

−2
√
5

5
και λαµβάνει χώρα στην αντίθετη κατεύθυνση, δηλαδή,

(

−2
5
,−4

5

)

.

2



Ο ϱυθµός µεταβολής είναι 0 στις κατευθύνσεις −→v = (a, b) που είναι εγκάρσιες στην

κλίση, δηλαδή,

(a, b)⊥∇f(1, 2) ⇐⇒ (a, b) ·
(

2

5
,
4

5

)

= 0 ⇐⇒ a
2

5
+ b

4

5
= 0 ⇐⇒ a = −2b.

Προφανώς οι κατευθύνσεις είναι ακριβώς δύο, (−2, 1) και η αντίθετή της (2,−1), διότι

ϐρισκόµαστε στο R
2.

g(x, y, z) =
x

y
+

y

z
, q = (4, 2, 1).

΄Εχουµε ήδη υπολογίσει

∇g(q) =
(

gx(4, 2, 1), gy(4, 2, 1), gz(4, 2, 1)
)

=

(

1

2
, 0,−2

)

.

Το µέτρο της κλίσης της g στο (4, 2, 1) είναι

|∇g(4, 2, 1)| =
∣

∣

∣

∣

(

1

2
, 0,−2

)
∣

∣

∣

∣

=

√

(

1

2

)2

+ (−2)2 =

√
17

4
.

Συνεπώς, ο µέγιστος ϱυθµός µεταβολής είναι
√
17
4

και λαµβάνει χώρα στην κατεύθυνση

της κλίσης, δηλαδή στην κατεύθυνση
(

1
2
, 0,−2

)

και ο ελάχιστος ϱυθµός µεταβολής είναι

−
√
17
4

και λαµβάνει χώρα στην αντίθετη κατεύθυνση, δηλαδή,
(

−1
2
, 0, 2

)

.

Ο ϱυθµός µεταβολής είναι 0 στις κατευθύνσεις −→v = (a, b, c) που είναι εγκάρσιες στην

κλίση, δηλαδή,

(a, b, c)⊥∇g(4, 2, 1) ⇐⇒ (a, b, c) ·
(

1

2
, 0,−2

)

= 0

⇐⇒ a
1

2
+ 0 + c(−2) = 0 ⇐⇒ a− 4c = 0

Γνωρίζουµε ότι τα διανύσµατα (a, b, c) στον R
3 που ικανοποιούν την παραπάνω σχέση

απαρτίζουν ένα επίπεδο.

3. Υπολογίσαµε στην ΄Ασκηση 1 το διάνυσµα της κλίσης ∇f(1,−1, 1) = (−2, 1, 1) στο

σηµείο (1,−1, 1) το οποίο έχει µέτρο |∇f(1,−1, 1)| = |(−2, 1, 1)| =
√
6.

Συνεπώς, ο ϱυθµός µεταβολής της f στο σηµείο (1,−1, 1) λαµβάνει όλες τις τιµές στο

διάστηµα
(

−
√
6,+

√
6
)

. ∆εδοµένου ότι −3 <
√
6, δεν υπάρχει κατεύθυνση ως προς την

οποία ο ϱυθµός µεταβολής της f στο (1,−1, 1) να είναι −3.

Επίσης, υπολογίσαµε στην ΄Ασκηση 1 το διάνυσµα της κλίσης ∇g(4, 2, 1) στο σηµείο

(4, 2, 1) το οποίο έχει µέτρο |∇g(4, 2, 1)| =
∣

∣

(

1
2
, 0,−2

)
∣

∣ =
√

1
22

+ 22 =
√
17
2
.
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Συνεπώς, ο ϱυθµός µεταβολής της g στο σηµείο (4, 2, 1) λαµβάνει όλες τις τιµές στο

διάστηµα
(

−
√
17
2
,+

√
17
2

)

. ∆εδοµένου ότι το −2 ανήκει στο διάστηµα αυτό, υπάρχει κα-

τεύθυνση −→v ώστε Dg−→v (4, 2, 1) = −2. Προς τούτο, πρέπει και αρκεί το −→v να σχηµατίζει

µε το διάνυσµα κλίσης
(

1
2
, 0,−2

)

γωνία θ τέτοια ώστε

Dg−→v (4, 2, 1) = −2 ⇐⇒ ∇g(4, 2, 1) ·
−→v
|−→v | = −2

⇐⇒ |∇g(4, 2, 1)| ·
∣

∣

∣

∣

−→v
|−→v |

∣

∣

∣

∣

cos θ = −2

⇐⇒
∣

∣

∣

∣

(

1

2
, 0,−2

)
∣

∣

∣

∣

· 1 · cos θ = −2

⇐⇒
√
17

2
cos θ = −2 ⇐⇒ cos θ = − 4√

17
∈ (−1, 1).

4. Για την επιφάνεια z + 1 = xey ϑεωρούµε την συνάρτηση F (x, y, z) = xey − z και

υπολογίζουµε την κλίση στο σηµείο (1, 0, 0) :

∇F (1, 0, 0) =
(

Fx(1, 0, 0), Fy(1, 0, 0), Fz(1, 0, 0)
)

=
(

[ey](1,0,0) , [xe
y](1,0,0) ,−1

)

= (1, 1,−1)

Η εξίσωση του εφαπτοµένου επιπέδου στο (1, 0, 0) είναι

Fx(1, 0, 0)(x− 1) + Fy(1, 0, 0)(y − 0) + Fz(1, 0, 0)(z − 0) = 0

και µε αντικατάσταση έχουµε 1(x− 1)+ 1(y− 0)+ (−1)(z− 0) = 0 ⇐⇒ x+ y− z = 1.

Οι παραµετρικές εξισώσεις της κάθετης ευθείας στο σηµείο (1, 0, 0) είναι

x = 1+ t, y = 0+ t, z = 0− t, t ∈ R.

Για την επιφάνεια x2 − 2y2 − 3z2 + xyz = 4 ϑεωρούµε την συνάρτηση G(x, y, z) =

x2 − 2y2 − 3z2 + xyz και υπολογίζουµε την κλίση στο σηµείο (3,−2, 1) :

∇G(3,−2, 1) =
(

Gx(3,−2, 1), Gy(3,−2, 1), Gz(3,−2, 1)
)

=
(

[2x+ yz](3,−2,1) , [−4y + xz](3,−2,1) , [−6z + xy](3,−2,1)

)

=
(

2 · 3 + (−2) · 1, (−4)(−2) + 3 · 1, (−6) · 1 + 3 · (−2)
)

= (4, 11,−12)

Η εξίσωση του εφαπτοµένου επιπέδου στο (3,−2, 1) είναι

Gx(3,−2, 1)(x− 3) +Gy(3,−2, 1)(y − (−2)) +Gz(3,−2, 1)(z − 1) = 0

και µε αντικατάσταση έχουµε

4(x− 3) + 11(y + 2)−12(z − 1) = 0 ⇐⇒ 4x+ 11y − 12z = −22.

Οι παραµετρικές εξισώσεις της κάθετης ευθείας στο σηµείο (3,−2, 1) είναι

x = 3+ 4t, y = −2+ 11t, z = 1−12t, t ∈ R.
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5. Θεωρούµε την συνάρτηση F (x, y, z) = x2+2y2+3z2 και η επιφάνεια x2+2y2+3z2 = 2

είναι, προφανώς, η αντίστροφη εικόνα

F−1 ({1}) =
{

(x, y, z)
∣

∣ F (x, y, z) = 2
}

.

΄Εστω σηµείο p = (p1, p2, p3) της επιφάνειας. Το διάνυσµα (3,−1, 3) είναι εγκάρσιο στο

επίπεδο 3x− y + 3z = 2 και το διάνυσµα της κλίσης ∇F (p1, p2, p3) είναι εγκάρσιο στο

εφαπτόµενο επίπεδο της επιφάνειας στο (p1, p2, p3). Αφού Ϲητείται τα επίπεδα να είναι

παράλληλα, πρέπει να ισχύει

∇F (p1, p2, p3) = λ(3,−1, 3) (1)

για κάποιο λ ∈ R. Υπολογίζουµε πρώτα την κλίση

∇F (p1, p2, p3) =
(

Fx(p1, p2, p3), Fy(p1, p2, p3), Fz(p1, p2, p3)
)

=
(

[2x](p1,p2,p3) , [4y](p1,p2,p3) , [6z](p1,p2,p3)

)

=
(

2p1, 4p2, 6p3
)

.

Από την σχέση (1) έχουµε

(

2p1, 4p2, 6p3
)

=
(

3λ,−λ, 3λ
)

⇐⇒ p1 =
3λ

2
, p2 =

−λ

4
, p3 =

λ

2
.

Αντικαθιστώντας τις παραπάνω τιµές στην εξίσωση της επιφάνειας ϐρίσκουµε το λ:

(

3λ

2

)2

+ 2

(−λ

4

)2

+ 3

(

λ

2

)2

= 2 ⇐⇒
(

9

4
+ 2

1

16
+ 3

1

4

)

λ2 = 2 ⇐⇒ ±4

5
.

Με αντικατάσταση στις σχέσεις p1 =
3λ
2
, p2 =

−λ
4
, p3 =

λ
2

ϐρίσκουµε τελικώς τα σηµεία

(

p1, p2, p3
)

=

(

6

5
,−1

5
,
2

5

)

ή
(

p1, p2, p3
)

=

(

−6

5
,
1

5
,−2

5

)

.

Για την σφαίρα κέντρου (0, 0, 0) και ακτίνας 2 έχουµε ότι δίνεται από την εξίσωση

x2 + y2 + z2 = 22 ή από την σχέση

G(x, y, z) = 4

όπου G είναι η συνάρτηση G(x, y, z) = x2 + y2 + z2.

΄Εστω σηµείο p = (p1, p2, p3) της σφαίρας. Το διάνυσµα (0, 0, 1) είναι εγκάρσιο στο

επίπεδο z = 5 και το διάνυσµα της κλίσης ∇G(p1, p2, p3) είναι εγκάρσιο στο εφαπτόµενο

επίπεδο της σφαίρας στο (p1, p2, p3). Αναζητούµε τα σηµεία (p1, p2, p3) για τα οποία

ισχύει

∇G(p1, p2, p3) = λ(0, 0, 1) (2)
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για κάποιο λ ∈ R. Συνεπώς,

∇G(p1, p2, p3) = λ
(

0, 0, 1
)

(

Gx(p1, p2, p3), Gy(p1, p2, p3), Gz(p1, p2, p3)
)

=
(

0, 0, λ
)

(

[2x](p1,p2,p3) , [2y](p1,p2,p3) , [2z](p1,p2,p3)

)

=
(

0, 0, λ
)

(

2p1, 2p2, 2p3
)

=
(

0, 0, λ
)

⇐⇒ p1 = p2 = 0, p3 =
λ
2
.

΄Αρα p = (p1, p2, p3) =
(

0, 0, λ
2

)

και αντικαθιστώντας στην εξίσωση της σφαίρας έχουµε

02 + 02 +

(

λ

2

)2

= 22 ⇐⇒ λ = ±4

και τα Ϲητούµενα σηµεία είναι τα (0, 0, 2), (0, 0,−2).

6


