
∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ

Εργαστήριο #1

Ονοµατεπώνυµο

Αριθµός Μητρώου

Τµήµα

1. Για τις συναρτήσεις f(x, y) =
√

x2 + y2 και g(x, y) = ex−y
2

να ϐρείτε τις µερικές

παραγώγους
∂f(x, y)

∂x
,
∂2g(x, y)

∂x∂y
και

∂2g(x, y)

∂y∂x
.

2. Επιβεβαιώστε ότι η συνάρτηση f(x, y) = ex cos y είναι λύση της διαφορικής εξίσωσης

Laplace

∂2f(x, y)

∂x2
+

∂2f(x, y)

∂y2
= 0

3. ΄Εστω f(x, y) παραγωγίσιµη συνάρτηση δύο µεταβλητών µε
∂f(x, y)

∂x
= x+y. Να ϐρεθεί

η µορφή της f(x, y).

4. ΄Εστω ότι για τις µεταβλητές x, y, z ισχύει x+ yz + z = x2. Να ϐρεθεί η
∂z

∂y
.

5. Για την διαφορίσιµη συνάρτηση g(x, y) δίνεται ότι
∂g

∂x
= x + yx και

∂g

∂y
= αx2, όπου

α ∈ R σταθερά. Να ϐρεθεί η τιµή του α.



Λύσεις Ασκήσεων Εργαστηρίου #1

1. f(x, y) =
√

x2 + y2, g(x, y) = ex−y
2

.

fx =
∂

∂x

(

x2 + y2
)

1

2 =
1

2

(

x2 + y2
)

−

1

2
∂

∂x

(

x2 + y2
)

=
1

2
√

x2 + y2
2x =

x
√

x2 + y2

gx =
∂

∂x

(

ex−y
2

)

= ex−y
2 ∂

∂x

(

x− y2
)

= ex−y
2

gy =
∂

∂y

(

ex−y
2

)

= ex−y
2 ∂

∂y

(

x− y2
)

= −2yex−y
2

gxy =
∂

∂y
(gx) =

∂

∂y

(

ex−y
2

)

= −2yex−y
2

gyx =
∂

∂x
(gy) =

∂

∂x

(

−2yex−y
2

)

= −2yex−y
2

Παρατηρήστε ότι gxy = gyx

2. f(x, y) = ex cos y ικανοποιεί την fxx + fyy = 0.

fx =
∂

∂x
(ex cos y) = ex cos y

fxx =
∂

∂x
(fx) =

∂

∂x
(ex cos y) = ex cos y

fy =
∂

∂y
(ex cos y) = ex (− sin y) = −ex sin y

fyy =
∂

∂y
(fy) =

∂

∂y
(−ex sin y) = −ex cos y

και fxx + fyy = ex cos y + (−ex sin y) = 0.

3. fx = x+ y
∫

fx dx =

∫

(x+ y) dx =
x2

2
+ xy + C

όπου C είναι µια σταθερά ως προς την µερική παραγώγιση ως προς x, δηλαδή, C είναι

µια συνάρτηση του y. Συνεπώς, f(x, y) =
x2

2
+ xy + C(y).

4. x+ yz + z = x2

Παραγωγίζοντας (µερικώς) ως προς y και έχουµε

∂

∂y
(x+ yz + z) =

∂

∂y

(

x2
)

⇐⇒

∂

∂y
(x) +

∂

∂y
(yz) +

∂

∂y
(z) = 0 ⇐⇒

0 +
∂

∂y
(y) z + y

∂

∂y
(z) +

∂z

∂y
= 0 ⇐⇒

1 · z + y
∂z

∂y
+

∂z

∂y
= 0 ⇐⇒

∂z

∂y
=

−z

y + 1

2



Σηµειωτέον ότι στην άσκηση αυτή, η δοθείσα εξίσωση είναι πολύ απλή και είναι δυνατόν

να λύσουµε ως προς z :

x+ yz + z = x2
⇐⇒ z(y + 1) = x2

− x ⇐⇒ z =
x2

− x

y + 1

΄Ετσι έχουµε εκφράσει το z ως συνάρτηση των x, y και, συνεπώς, µπορούµε να παρα-

γωγίσουµε

∂z

∂y
=

∂

∂y

(

x2
− x

y + 1

)

=
(

x2
− x

) ∂

∂y

(

1

y + 1

)

=
(

x2
− x

)

(

−1

(y + 1)2

)

=
x− x2

(y + 1)2

Οι δύο εκφράσεις ταυτίζονται αφού από την δοθείσα εξίσωση έχουµε x2
− x = (y + 1)z

και

x− x2

(y + 1)2
=

−(y + 1)z

(y + 1)2
=

−z

y + 1
.

Η επίλυση ως προς z δεν είναι πάντα εφικτή, π.χ. yz − ln z = x+ y.

Εδώ, δουλεύουµε όµοια :

∂

∂x
(yz − ln z) =

∂

∂x
(x+ y) ⇐⇒

y
∂z

∂x
−

∂

∂x
(ln z) = 1 + 0 ⇐⇒ y

∂z

∂x
−

1

z

∂z

∂x
= 0

(

y −
1

z

)

∂z

∂x
= 0 ⇐⇒

∂z

∂x
=

z

yz − 1

5. Γνωρίζουµε ότι για συναρτήσεις g(x, y) που έχουν συνεχείς µερικές παραγώγους δεύτε-

ϱης τάξης ισχύει ότι gxy = gyx. Συνεπώς, για τις δοθείσες µερικές παραγώγους έχουµε

∂

∂y

(

∂

∂x
g(x, y)

)

=
∂

∂x

(

∂

∂y
g(x, y)

)

⇐⇒

∂

∂y
(x+ yx) =

∂

∂x

(

ax2
)

⇐⇒

x = 2ax ⇐⇒ a =
1

2

3


