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Το Ρρόβλθμα Ρρογραμματιςμοφ Βάρδιασ 

 

Ρροςδιοριςμόσ του ελάχιςτου αρικμοφ εργαηομζνων (ι 
του αρικμοφ εργαηομζνων με το ελάχιςτο ςυνολικό 
κόςτοσ) και κατανομι τουσ ςε ςυγκεκριμζνεσ βάρδιεσ ζτςι 
ϊςτε να ικανοποιείται απαίτθςθ που μεταβάλλεται 
χρονικά. 

 

Εφαρμογι ςε νοςοκομειακό προςωπικό, ξενοδοχειακό 
προςωπικό, υπθρεςίεσ φφλαξθσ, υπάλλθλοι διοδίων, 
πλθρϊματα καμπίνασ, οδθγοί λεωφορείων, κτλ. 

 



Ο ςυγκεκριμζνοσ τφποσ προβλθμάτων μοντελοποιείται ωσ 
πρόβλθμα κάλυψθσ ςυνόλου (Set Covering Problem) δθλαδι 

 

 

 

 

 

 

 



Εφαρμογι 

Η εταιρεία φφλαξθσ ενόσ τοπικοφ αεροδρομίου ζχει καταλιξει 
ότι χρειάηεται προςωπικό ςφμφωνα με το παρακάτω 
χρονοδιάγραμμα. 

 

 

 

 

 

Αν οι υπάλλθλοι φφλαξθσ εργάηονται ςε οκτάωρεσ βάρδιεσ 
ποιοσ είναι ο ελάχιςτοσ αρικμόσ εργαηομζνων που πρζπει να 
απαςχολιςει θ εταιρεία; Ρϊσ μεταςχθματίηεται το πρόβλθμα 
αν υπάρχει θ δυνατότθτα απαςχόλθςθσ και ςε εξάωρεσ 
βάρδιεσ; 
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Αν το κόςτοσ εργαςίασ δίνεται από τον παρακάτω πίνακα πωσ 
μεταςχθματίηεται το πρόβλθμα ςε περίπτωςθ που θ εταιρεία 
επιδιϊξει να ελαχιςτοποιιςει το κόςτοσ εργαςίασ; 
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Επίλυςθ 

 

Ζςτω 𝑥𝑖  ο αρικμόσ υπαλλιλων που ξεκινά να εργάηεται τθν ϊρα 
i ςε οκτάωρθ βάρδια οπότε ζχω το μοντζλο ακζραιου 
προγραμματιςμοφ 

 

𝑚𝑖𝑛 𝑥𝑖𝑖=1,…,24   

𝑠. 𝑡. 𝑥1 ≥ 𝑑1 
𝑥1 + 𝑥2 ≥ 𝑑2 

… 
𝑥17 + 𝑥18 + 𝑥19 + 𝑥20 + 𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23 + 𝑥24 ≥ 𝑑24 

𝑥𝑖 ∈ ℕ ∀𝑖 = 1,2,… , 24 



Ζςτω 𝑥𝑖  ο αρικμόσ υπαλλιλων που ξεκινά να εργάηεται τθν ϊρα 
i ςε οκτάωρθ βάρδια και 𝑦𝑖  ο αρικμόσ των υπαλλιλων που 
ξεκινά να εργάηεται τθν ϊρα i ςε εξάωρθ βάρδια, οπότε το 
μοντζλο μεταςχθματίηεται ωσ εξισ: 

 

𝑚𝑖𝑛 𝑥𝑖𝑖=1,…,24 + 𝑦𝑖  

𝑠. 𝑡. 𝑥1 + 𝑦1 ≥ 𝑑1 
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑦1 + 𝑦2 ≥ 𝑑2 

… 
𝑥17 + 𝑥18 + 𝑥19 + 𝑥20 + 𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23 + 𝑥24 + 𝑦19 + 𝑦20

+ 𝑦21 + 𝑦22 + 𝑦23 + 𝑦24 ≥ 𝑑24 
𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 ∈ ℕ ∀𝑖 = 1,2, … , 24 

 



Αν λάβουμε υπόψθ το κόςτοσ τθσ κάκε βάρδιασ τότε 
ελαχιςτοποιοφμε το ςυνολικό κόςτοσ λειτουργίασ αντί του 
αρικμοφ των εργαηομζνων, οπότε το μοντζλο μεταςχθματίηεται 
ωσ εξισ: 

 

𝑚𝑖𝑛 𝑐𝑖𝑥𝑖𝑖=1,…,24 + 𝑐𝑖𝑦𝑖  

𝑠. 𝑡. 𝑥1 + 𝑦1 ≥ 𝑑1 
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑦1 + 𝑦2 ≥ 𝑑2 

… 
𝑥17 + 𝑥18 + 𝑥19 + 𝑥20 + 𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23 + 𝑥24 + 𝑦19 + 𝑦20

+ 𝑦21 + 𝑦22 + 𝑦23 + 𝑦24 ≥ 𝑑24 
𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 ∈ ℕ ∀𝑖 = 1,2, … , 24 

 



Το Ρρόβλθμα Δρομολόγθςθσ Οχθμάτων 

 

Δίνονται n πελάτεσ με ςυγκεκριμζνθ γεωγραφικι κζςθ και 
ηιτθςθ προϊόντοσ ο κακζνασ. Οι πελάτεσ πρζπει να 
εξυπθρετθκοφν από ζνα ςτόλο k όμοιων οχθμάτων 
ςυγκεκριμζνθσ χωρθτικότθτασ που βρίςκονται ςτακμευμζνα ςε 
ζνα ι περιςςότερουσ ςτακμοφσ. Τα οχιματα πρζπει να 
επιςτρζψουν ςτον/ςτουσ ςτακμοφσ με το τζλοσ του 
δρομολογίου. Να προςδιοριςτεί το ςφνολο των δρομολογίων 
που ελαχιςτοποιεί το ςυνολικό κόςτοσ εξυπθρζτθςθσ όλων των 
πελατϊν. 

 

Εφαρμογι ςε προβλιματα διαχείριςθσ ςτόλου οχθμάτων, 
υπθρεςίεσ 3PL και διανομϊν, picking/φόρτωςθ παλζτασ, κτλ.   



Μαθηματική Μοντελοποίηςη 

Sets 

• 𝑁 = 1,2, … , 𝑛  𝑠𝑒𝑡 𝑜𝑓 𝑐𝑢𝑠𝑡𝑜𝑚𝑒𝑟𝑠 

• 𝑉 = 𝑁 ∪ 0  𝑠𝑒𝑡 𝑜𝑓 𝑛𝑜𝑑𝑒𝑠 𝑜𝑛 𝑡𝑕𝑒 𝑛𝑒𝑡𝑤𝑜𝑟𝑘 

• 𝑆 = 1,2, …𝑚  𝑠𝑒𝑡 𝑜𝑓 𝑖𝑑𝑒𝑛𝑡𝑖𝑐𝑎𝑙 𝑣𝑒𝑕𝑖𝑐𝑙𝑒𝑠 

Variables 

• 𝑧𝑖𝑗𝑘 =

 
1, 𝑖𝑓𝑣𝑒𝑕𝑖𝑐𝑙𝑒 𝑘 𝑑𝑟𝑖𝑣𝑒𝑠 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡𝑙𝑦 𝑓𝑟𝑜𝑚 𝑐𝑢𝑠𝑡𝑜𝑚𝑒𝑟 𝑖 𝑡𝑜 𝑐𝑢𝑠𝑡𝑜𝑚𝑒𝑟 𝑗

0, 𝑜𝑡𝑕𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒
 

• 𝑟𝑖𝑘 =
𝑡𝑕𝑒 𝑡𝑖𝑚𝑒 𝑎𝑡 𝑤𝑕𝑖𝑐𝑕 𝑣𝑒𝑕𝑖𝑐𝑙𝑒 𝑘 𝑕𝑎𝑠 𝑓𝑖𝑛𝑖𝑠𝑕𝑒𝑑 𝑠𝑒𝑟𝑣𝑖𝑐𝑖𝑛𝑔 𝑐𝑢𝑠𝑡𝑜𝑚𝑒𝑟 𝑖 

Parameters 

• 𝑑𝑖𝑗 = 𝐸𝑢𝑐𝑙𝑖𝑑𝑒𝑎𝑛 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒 𝑏𝑒𝑡𝑤𝑒𝑒𝑛 𝑐𝑢𝑠𝑡𝑜𝑚𝑒𝑟𝑠 𝑖 𝑎𝑛𝑑 𝑗   =

((𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)
2+(𝑦𝑖 − 𝑦𝑗)

2)1 2  

• 𝑥𝑖 = 𝑥 𝑐𝑜𝑜𝑟𝑑𝑖𝑛𝑎𝑡𝑒 𝑜𝑓 𝑐𝑢𝑠𝑡𝑜𝑚𝑒𝑟 𝑖 𝑜𝑛 𝑡𝑕𝑒 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑒 

• 𝑦𝑖 = 𝑦 𝑐𝑜𝑜𝑟𝑑𝑖𝑛𝑎𝑡𝑒 𝑜𝑓 𝑐𝑢𝑠𝑡𝑜𝑚𝑒𝑟 𝑖 𝑜𝑛 𝑡𝑕𝑒 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑒 

• 𝑡𝑖 = 𝑠𝑒𝑟𝑣𝑖𝑐𝑒 𝑡𝑖𝑚𝑒 𝑎𝑡 𝑐𝑢𝑠𝑡𝑜𝑚𝑒𝑟 𝑖 

 



min *𝛼    𝑑𝑖𝑗𝐽∈𝑉𝑖∈𝑉𝑘∈𝑆 𝑧𝑖𝑗𝑘 + 𝛽(𝑚 −    𝑧𝑖𝑗𝑘𝑗∈𝑉𝑖∈𝑉𝑘∈𝑆 )+  

s.t. 

  𝑧𝑖𝑗𝑘𝑖∈𝑉𝑘∈𝑆 ≤ 1  ∀ 𝑗 ∈ 𝑉 (1)  

   𝑥0𝑗𝑘𝑗∈𝑉 = 1  ∀ 𝑘 ∈ 𝑆 2  

 𝑧𝑖ℎ𝑘𝑖∈𝑉 −  𝑧ℎ𝑗𝑘𝑗∈𝑉 = 0  ∀ 𝑕 ∈ 𝑁 𝑎𝑛𝑑 ∀ 𝑘 ∈ 𝑆 3   

 𝑧𝑖0𝑘 =𝑖∈𝑉 1  ∀ 𝑘 ∈ 𝑆 4   

𝑟𝑖𝑘 + 𝑑𝑖𝑗 + 𝑡𝑗 − 𝑀𝑖𝑗 1 − 𝑧𝑖𝑗𝑘 ≤ 𝑟𝑗𝑘  ∀ 𝑗 ∈ 𝑁, ∀ 𝑖 ∈

𝑉 𝑎𝑛𝑑 ∀ 𝑘 ∈ 𝑆 5   

 𝛯𝑖 ≤ 𝑟𝑖𝑘 − 𝑡𝑖 ≤ 𝛹𝑖   ∀ 𝑖 ∈ 𝑉 𝑎𝑛𝑑 ∀ 𝑘 ∈ 𝑆 6  

𝑟𝑖𝑘 + 𝑑𝑖0 − 𝑀𝑖0 1 − 𝑧𝑖0𝑘 ≤ 𝛹0  ∀ 𝑖 ∈ 𝑁 𝑎𝑛𝑑 ∀ 𝑘 ∈ 𝑆 7   

𝑟0𝑘 = 𝛯0  ∀ 𝑘 ∈ 𝑆 8   

  



 

 

𝑧𝑖𝑖𝑘 = 0  ∀ 𝑖 ∈ 𝑁 𝑎𝑛𝑑 ∀ 𝑘 ∈ 𝑆 9   

 (1 − 𝑧00𝑘)𝑘∈𝑆 ≤ 𝑚 (10)  

𝑧𝑖𝑗𝑘 ∈ 0,1  ∀ 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑉 𝑎𝑛𝑑 ∀ 𝑘 ∈ 𝑆 11   

𝑟𝑖𝑘  ≥ 0  ∀ 𝑖 ∈ 𝑉 𝑎𝑛𝑑 ∀ 𝑘 ∈ 𝑆 (12)  

 



Επίλυςθ  

Αλγόρικμοσ Clarke-Wright (Savings Heuristic) 

 

• Ξεκινϊ από τθν ακριβότερθ λφςθ εξυπθρετϊντασ κάκε 
πελάτθ με δικό του αποκλειςτικά δρομολόγιο 

• Για κάκε ηεφγοσ πελατϊν αντικακιςτϊ τα δφο δρομολόγια με 
ζνα που ςυνδζει τουσ δφο πελάτεσ με τθ βάςθ των οχθμάτων 
εφόςον δεν παραβιάηονται περιοριςμοί χρονικϊν 
παρακφρων, χωρθτικότθτασ  οχθμάτων, κτλ 

 



Η ςυνολικι απόςταςθ των δφο αρχικϊν δρομολογίων είναι 

 

Η ςυνολικι απόςταςθ του τελικοφ δρομολογίου είναι 

 

Άρα θ εξοικονόμθςθ είναι 

 

• Ξεκινϊ τθ δρομολόγθςθ από το ηεφγοσ πελατϊν με τθ 
μεγαλφτερθ εξοικονόμθςθ 

• Ειςάγω νζουσ πελάτεσ ςτισ «άκρεσ» του δρομολογίου και 
μόνο αν δεν παραβιάηονται περιοριςμοί χρόνου και 
χωρθτικότθτασ 

• Αν δεν μποροφν να ειςαχκοφν πλζον πελάτεσ, ξεκινϊ νζο 
δρομολόγιο από το ηεφγοσ με τθ μεγαλφτερθ εξοικονόμθςθ 
που απομζνει και ςυνεχίηω μζχρι να εξυπθρετιςω όλουσ τουσ 
πελάτεσ 

 



Εφαρμογι 

Το παρακάτω χάρτθσ απεικονίηει τθ βάςθ οχθμάτων (0) και τουσ 
πελάτεσ (1 ζωσ 9) που πρζπει να εξυπθρετθκοφν ενϊ οι 
αποςτάςεισ των ςθμείων δίνονται ςτον Ρίνακα 1.  

 



Ρίνακασ 1 



Η ηιτθςθ του κάκε πελάτθ παρουςιάηεται ςτον Ρίνακα 2 και θ 
χωρθτικότθτα του κάκε οχιματοσ είναι Κ=40 μονάδεσ. Να 
βρεκεί θ δρομολόγθςθ με το ελάχιςτο κόςτοσ. 

 

Ρίνακασ 2 

 

 

 

 

 



Επίλυςθ 

Υπολογίηω τισ εξοικονομιςεισ και ςχθματίηω το ςχετικό πίνακα 

  



Διατάςω τα ηεφγθ ςε φκίνουςα ςειρά ωσ προσ τθν 
εξοικονόμθςθ. 

 

[4,5], [1,2], [1,3], [1,4], [2,6], [5,7], [4,7], [1,5], [3,4], [2,3], [7,9], 
[3,5], [8,9], [1,6], [5,9], [6,8], [2,4], ... 

 

Αρχικι Λφςθ: 0-1-0, 0-2-0, ... , 0-9-0 

 

Ζνωςθ [4,5]: Ενϊνω τα δρομολόγια 0-4-0 και 0-5-0 οπότε ζχω 0-
4-5-0  με φορτίο  d4 + d5 = 20 < K 

Ζνωςθ [1,2]: Ενϊνω τα δρομολόγια 0-1-0 και 0-2-0 οπότε ζχω 0-
1-2-0 με φορτίο    d1 + d2 = 25 < K 

Ζνωςθ [1,3]: Ρεριοριςμόσ χωρθτικότθτασ d1+d2 +d3 = 43 > K 

Ζνωςθ [1,4]: Ρεριοριςμόσ χωρθτικότθτασ d1 +d2 +d4 = 42 > K 

 

 

 

 

 

 



Ζνωςθ [2,6]: Ενϊνω τα δρομολόγια 0-1-2-0 και 0-6-0 οπότε ζχω 0-1-2-
6-0 με ςυνολικό φορτίο d1+d2+d6 = 30 < K 

Ζνωςθ [5,7]: Ενϊνω τα δρομολόγια 0-4-5-0 και 0-7-0 οπότε ζχω 0-4-5-
7-0 με ςυνολικό φορτίο d4+d5+d7 = 29 < K 

Ζνωςθ [4,7]: Οι πελάτεσ 4 και 7 ζχουν μπει ςτο ίδιο δρομολόγιο 

Ζνωςθ [1,5]: Ο πελάτθσ 5 εξυπθρετείται ςε άλλο δρομολόγιο 
(εςωτερικι κορυφι). 

Ζνωςθ [3,4]: Ρεριοριςμόσ χωρθτικότθτασ d3+d4+d5+d7 = 47 > K 

Ζνωςθ [2,3]: Ο πελάτθσ 2 εξυπθρετείται ςε άλλο δρομολόγιο 
(εςωτερικι κορυφι). 

Ζνωςθ [7,9]: Ενϊνω τα δρομολόγια 0-4-5-7-0 και 0-9-0 οπότε ζχω 0-4-
5-7-9-0 με ςυνολικό φορτίο d4+d5+d7+d9 = 35 < K 



Ζνωςθ [3,5]: Ο πελάτθσ 5 εξυπθρετείται ςε άλλο δρομολόγιο 
(εςωτερικι κορυφι). 

Ζνωςθ [8,9]: Ενϊνω τα δρομολόγια 0-4-5-7-9-0 και 0-8-0 οπότε ζχω 0-
4-5-7-9-8-0 με ςυνολικό φορτίο d4+d5+d7+d9+d8 = 39 < K 

Ζνωςθ [1,6]: Οι πελάτεσ 1 και 6 ζχουν μπει ςτο ίδιο δρομολόγιο  

Ζνωςθ [5,9]: Οι πελάτεσ 5 και 9 ζχουν μπει ςτο ίδιο δρομολόγιο 

Ζνωςθ [6,8]: Πριο χωρθτικότθτασ  

(d1+d2+d6)+(d4+d5+d7+d9+d8) = 69 > K 

 

Αποτζλεςμα: τρία δρομολόγια που δεν μποροφν να ενωκοφν λόγω 
περιοριςμϊν χωρθτικότθτασ των οχθμάτων. 



Τελικι λφςθ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Δρομολόγιο Φορτίο Κόςτοσ 

0-3-0 18 14 

0-1-2-6-0 30 37 

0-4-5-7-8-9-0 39 46 

Συνολικό Κόςτοσ 97 
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Ερωτιςεισ ??? 
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