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Κλαςςικά Προβλιματα Αναφοράσ 
 

Σο Πρόβλθμα τθσ Ανάκεςθσ 
(Assignment Problem) 

 
Σο Πρόβλθμα του ΢ακιδίου 

(Knapsack Problem) 
 

Σο Πρόβλθμα τθσ Μεταφοράσ 
(Transportation Problem) 

 



Σο Πρόβλθμα τθσ Ανάκεςθσ 

 

Τπάρχουν m άτομα A1, A2, … , Am τα οποία 
χρθςιμοποιοφνται για τθν εκτζλεςθ m εργαςιϊν Β1, Β2, … 
, Βm ζτςι ϊςτε κάκε εργαςία να εκτελείται από ζνα 
άτομο και κάκε άτομο να εκτελεί μία εργαςία. Ζςτω cij 
(i,j=1, 2, … , m) θ απόδοςθ του ατόμου Αi ςτθν εργαςία 
Bj. Πϊσ πρζπει να κατανεμθκοφν τα άτομα ςτισ εργαςίεσ 
για να μεγιςτοποιθκεί θ ςυνολικι απόδοςθ;  

 



Μακθματικι Μοντελοποίθςθ 

πρόγραμμα ακζραιου προγραμματιςμοφ 

 

 

𝑥𝑖𝑗 =  
1, 𝛼𝜈 𝜏𝜊 𝜏𝜊𝜇𝜊 𝐴𝑖  𝜒𝜌𝜂𝜍𝜄𝜇𝜊𝜋𝜊𝜄𝜀𝜄𝜏𝛼𝜄 𝜍𝜏𝜂𝜈 𝜀𝜌𝛾𝛼𝜍𝜄𝛼 𝐵𝑗

0, 𝛿𝜄𝛼𝜑𝜊𝜌𝜀𝜏𝜄𝜅𝛼
 

 

max  𝑐𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗𝑗=1,…,𝑚𝑖=1,…,𝑚   

𝑠. 𝑡.    𝑥𝑖𝑗 = 1, ∀ 𝑖 = 1,… ,𝑚𝑗=1,…,𝑚   

          𝑥𝑖𝑗 = 1, ∀ 𝑗 = 1, … ,𝑚𝑖=1,…,𝑚   

       𝑥𝑖𝑗 = 1 𝜂 0 ∀ 𝑖, 𝑗 = 1,2, … ,𝑚 



Μζκοδοι Επίλυςθσ 

Ουγγρικόσ Αλγόρικμοσ 

1. Αφαιροφμε το μεγαλφτερο ςτοιχείο κάκε γραμμισ από 
κάκε ςτοιχείο τθσ αντίςτοιχθσ γραμμισ. ΢το νζο πίνακα 
αφαιροφμε το μεγαλφτερο ςτοιχείο τθσ κάκε ςτιλθσ από 
κάκε ςτοιχείο τθσ αντίςτοιχθσ ςτιλθσ 

2. Με τον ελάχιςτο αρικμό r ευκειϊν (οριηόντιων και 
κάκετων) διαγράφουμε τα 0 του τελευταίου πίνακα 

3. Αν m=r τότε ο αντίςτοιχοσ πίνακασ δίνει τθν άριςτθ λφςθ. 
Αν m>r τότε προχωροφμε ςτο επόμενο βιμα 

4. Αφαιροφμε το μεγαλφτερο μθ διαγεγραμμζνο ςτοιχείο 
από κάκε μθ διαγεγραμμζνο ςτοιχείο και το 
προςκζτουμε ςτο ςτοιχείο που βρίςκεται ςτθ 
διαςταφρωςθ των δφο ευκειϊν 

5. Επιςτρζφουμε ςτ βιμα 2  

 

 



Ουγγρικόσ Αλγόρικμοσ-Εφαρμογι 

Θ απόδοςθ 3 υποψθφίων για 3 κζςεισ δίνεται από τον 
παρακάτω πίνακα. 

                                           B1      B2      B3 

𝐴1

𝐴2

𝐴3

30 52 76
42 36 80
55 48 60

 

 

Πϊσ πρζπει να κατανεμθκοφν οι υποψιφιοι ςτισ κζςεισ 
ϊςτε να μεγιςτοποιθκεί θ ςυνολικι απόδοςθ; 

 

 



Ουγγρικόσ Αλγόρικμοσ-Εφαρμογι 

 
30 52 76
42 36 80
55 48 60

→
−46 −24 0
−38 −44 0
−5 −12 0

→
−41 −12 0
−33 −32 0
0 0 0

 

 

Ζχω r=2<3=m άρα ο τελευταίοσ πίνακασ δεν δίνει τθν 
άριςτθ λφςθ. 

−41 −12 0
−33 −32 0
0 0 0

 →
−29 0 0
−21 −20 0
0 0 −12

  

Σϊρα ζχω r=3=m άρα ζχω άριςτθ λφςθ ςτα ανεξάρτθτα 
0, δθλαδι x12=1, x23=1, x31=1 με ςυνολικι απόδοςθ 
R=52+80+55=187 



Σο Πρόβλθμα τθσ Μεταφοράσ 

Ζςτω m ςτακμοί παραγωγισ A1, A2, … ,Am ενόσ 
προϊόντοσ, α1, α2, … ,αm οι αντίςτοιχεσ ποςότθτεσ και n 
ςτακμοί παράδοςθσ Β1, Β2, … ,Βn που απαιτοφν 
ποςότθτεσ b1, b2, … ,bn αντίςτοιχα. Θ ςυνολικι παραγωγι 
ιςοφται με τθ ςυνολικι ηιτθςθ δθλαδι 
 𝑎𝑖 =  𝑏𝑗 = 𝑆𝑗=1,…,𝑛𝑖=1,…,𝑚 . Σο κόςτοσ μεταφοράσ 
μιασ μονάδασ προϊόντοσ από το ςτακμό παραγωγισ Ai 
ςτο ςτακμό παράδοςθσ Βj είναι cij με i=1,2,…,m και 
j=1,2,…,n. Να βρεκεί το βζλτιςτο ςχζδιο μεταφοράσ 
δθλαδι να βρεκοφν οι ποςότθτεσ xij που πρζπει να 
μεταφερκοφν από τουσ ςτακμοφσ παραγωγισ ςτουσ 
ςτακμοφσ παράδοςθσ ζτςι ϊςτε να ελαχιςτοποιείται το 
ςυνολικό κόςτοσ μεταφοράσ ενϊ ικανοποιοφνται οι 
ανάγκεσ των ςτακμϊν παράδοςθσ. 

 



Μακθματικι Μοντελοποίθςθ 

 

Ζςτω 𝑥𝑖𝑗 θ ποςότθτα προϊόντοσ που μεταφζρεται από το 

ςτακμό παραγωγισ 𝐴𝑖 ςτο ςτακμό παράδοςθσ 𝐵𝑗. 

 

𝑚𝑖𝑛  𝑐𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗𝑗=1,…,𝑛𝑖=1,…,𝑚   

𝑠. 𝑡.  𝑥𝑖𝑗𝑗=1,…,𝑛 = 𝑎𝑖 𝛾𝜄𝛼 𝑖 = 1,2,… ,𝑚  

 𝑥𝑖𝑗𝑖=1,…,𝑚 = 𝑏𝑗  𝛾𝜄𝛼 𝑗 = 1,2,… , 𝑛  

𝑥𝑖𝑗 ≥ 0 𝛾𝜄𝛼 𝑖 = 1,2,… ,𝑚 𝜅𝛼𝜄 𝑗 = 1,2,… , 𝑛   

 



Μζκοδοι Επίλυςθσ 

Θ προςεγγιςτικι μζκοδοσ του Vogel 
1. ΢χθματίηουμε το ςχετικό πίνακα λαμβάνοντασ υπόψθ τα κόςτθ 

μεταφοράσ, τθ ηιτθςθ κάκε ςτακμοφ παράδοςθσ και τθ 
δυνατότθτα παραγωγισ (προςφορά) κάκε ςτακμοφ παραγωγισ 

2. Τπολογίηουμε το penalty για κάκε γραμμι και κάκε 
ςτιλθ υπολογίηοντασ τθ διαφορά ανάμεςα ςτα δφο μικρότερα 
κόςτθ τθσ γραμμισ/ςτιλθσ. 

3. Βρίςκουμε τθ γραμμι/ςτιλθ με το μεγαλφτερο penalty και 
μεταφζρουμε όςο το δυνατό μεγαλφτερθ ποςότθτα ςτθ 
μεταβλθτι με το χαμθλότερο μοναδιαίο κόςτοσ ςτθ 
γραμμι/ςτιλθ που ζχουμε επιλζξει. Τπολογίηουμε εκ νζου 
προςφορά και ηιτθςθ και διαγράφουμε τθ γραμμι/ςτιλθ που 
θ ηιτθςθ ζχει καλυφκεί. Αν θ ηιτθςθ καλφπτεται ταυτόχρονα ςε 
γραμμι και ςτιλθ διαγράφουμε μία από τισ δφο και 
αποδίδουμε μθδενικι ηιτθςθ/προςφορά ςτα κελιά που 
απομζνουν.  

 



4. Αν απομζνει ακριβϊσ μία γραμμι/ςτιλθ με προςφορά/ηιτθςθ 
0 τότε ζχουμε βρει τθ λφςθ και ο αλγόρικμοσ τερματίηει.  

Αν υπάρχει γραμμι/ςτιλθ με κετικι προςφορά/ηιτθςθ τότε 
μεταφζρω τθ μεγαλφτερθ δυνατι ποςότθτα ςτθ μεταβλθτι με 
το μικρότερο κόςτοσ.  

Αν όλεσ οι γραμμζσ/ςτιλεσ που δεν ζχουν διαγραφεί ζχουν 
μθδενικι προςφορά/ηιτθςθ τότε βρίςκω τισ μθδενικζσ βαςικζσ 
μεταβλθτζσ μεταφζροντασ τθ μεγαλφτερθ δυνατι ποςότθτα 
ςτθ μεταβλθτι μικρότερου κόςτουσ.  

΢ε κάκε άλλθ περίπτωςθ επανζρχομαι ςτο βιμα 2. 

 

 



Θ προςεγγιςτικι μζκοδοσ του Vogel-Εφαρμογι 

Θεωριςτε ζνα πρόβλθμα μεταφοράσ που περιλαμβάνει 
3 ςτακμοφσ παραγωγισ (silos) και 4 ςτακμοφσ 
παράδοςθσ (mills). Οι τιμζσ ςτθν άνω δεξιά γωνιά κάκε 
κελιοφ αντιςτοιχοφν ςτο κόςτοσ μεταφοράσ ανά μονάδα  
από το ςιλό i ςτο μφλο j.  

 



Να βρεκεί ο βζλτιςτοσ τρόποσ να ικανοποιθκεί θ ηιτθςθ 
των μφλων. 

 

ΛΤ΢Θ 

Αρχικά υπολογίηω τα penalty για κάκε γραμμι και ςτιλθ 

 



Θ γραμμι 3 ζχει το μεγαλφτερο penalty (10) και το κελί που 
αντιςτοιχεί το χαμθλότερο κόςτοσ ανά μονάδα είναι το  x31  

οπότε x31=5 άρα θ ςτιλθ 1 διαγράφεται και υπολογίηουμε τα 
νζα penalty ωσ εξισ: 
Σο μεγαλφτερο penalty είναι 9 (11-2), που αντιςτοιχεί ςτθ 
γραμμι 1. Οπότε x12=15 και ικανοποιείται θ ηιτθςθ 
ταυτόχρονα ςτθ γραμμι 1 και ςτθ ςτιλθ 2. Θ ςτιλθ 2 
διαγράφεται και θ προςφορά ςτθ γραμμι 1 γίνεται 0. 
΢υνεχίηοντασ με τον ίδιο τρόπο θ γραμμι 2 τϊρα ζχει το 
μεγαλφτερο penalty που είναι 11 (20-9), οπότε x23=15 και θ 
ςτιλθ 3 διαγράφεται οπότε απομζνουν 10 μονάδεσ ςτθ 
γραμμι 2. 
Μόνο θ ςτιλθ 4 απομζνει και ζχει 15 μονάδεσ. 
Μεταφζροντασ ποςότθτεσ με βάςθ το μικρότερο κόςτοσ 
ζχουμε x14=0, x34=5, x24=10.  
Θ τιμι τθσ αντικειμενικισ ςυνάρτθςθσ είναι: 
Z=15(2)+0(11)+15(9)+10(20)+5(4)+5(18)=475  
 



Σο Πρόβλθμα του ΢ακιδίου 

 

Ζςτω ςακίδιο που μπορεί να χωρζςει αντικείμενα 
ςυνολικοφ βάρουσ Β. Μποροφμε να διαλζξουμε 
ανάμεςα ςε ζνα πλικοσ N αντικειμζνων κάκε ζνα από 
τα οποία ζχει βάροσ Βi και αξία Ci και κζλουμε να 
μεγιςτοποιιςουμε τθ ςυνολικι αξία των αντικειμζνων 
που χωροφν ςτο ςακίδιο. 

 



Μακθματικι Μοντελοποίθςθ 

 
𝑥𝑖 = 𝜊 𝛼𝜌𝜄𝜃𝜇ό𝜎 𝛼𝜈𝜏𝜄𝜅𝜀𝜄𝜇𝜀𝜈𝜔𝜈 𝑖 𝜋𝜊𝜐 𝜏𝜊𝜋𝜊𝜃𝜀𝜏𝜊ύ𝜈𝜏𝛼𝜄 𝜍𝜏𝜊 𝜍𝛼𝜅𝜄𝛿𝜄𝜊 

 

 

max 𝑐𝑖𝑥𝑖𝑖=1,…,𝑁   

 

𝑠. 𝑡.   𝐵𝑖𝑥𝑖𝑖=1,…,𝑁 ≤ 𝐵  

𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑁 ∈ ℤ+ 
 

 

 



Μζκοδοι Επίλυςθσ 

Ευρεςικζσ Μζκοδοι και Δυναμικόσ Προγραμματιςμόσ 

 

Άπλθςτοσ Αλγόρικμοσ του Dantzig  

(Greedy Approximation Algorithm of G. Dantzig) 

Διατάςω τα αντικείμενα ςε φκίνουςα ςειρά ωσ προσ το 
λόγο κζρδοσ/βάροσ και διαλζγω πρϊτα το μεγαλφτερο 
αρικμό αντικειμζνων με το μεγαλφτερο λόγο. ΢υνεχίηω 
να διαλζγω αντικείμενα όςο το ςυνολικό βάροσ δεν 
υπερβαίνει το όριο του ςακιδίου Β.  

 

 

 

 



Εφαρμογι 

Θ χωρθτικότθτα του ςακιδίου είναι 22 kgr ενϊ το κζρδοσ 
και το βάροσ κάκε αντικειμζνου δίνονται ςτον παρακάτω 
πίνακα. 

 

 

 

 

Ηθτάμε να μεγιςτοποιθκεί το κζρδοσ του ςακιδίου χωρίσ 
να υπερβοφμε το όριο βάρουσ. 

 

 

 

 

αντικείμενο 1 2 3 4 5 6 7 

κζρδοσ 10 5 15 7 6 18 3 

βάροσ 3 3 5 7 2 4 2 



Εφαρμογι 

΢χθματίηω τουσ λόγουσ κζρδοσ/βάροσ. 

 

 

 

 

 

Διαλζγω 5 μονάδεσ αντικειμζνου 6 με ςυνολικό βάροσ 
20, ςυνεχίηοντασ δεν μπορϊ να διαλζξω το αντικείμενο 
1  οφτε το αντικείμενο 3, ςυνεχίηω διαλζγοντασ 1 
μονάδα αντικειμζνου 5, οπότε ζχω ςυνολικό βάροσ 22 
που είναι το όριο και ςυνολικό κζρδοσ 96.   

 

 

αντικείμενο 1 2 3 4 5 6 7 

κζρδοσ 10 5 15 7 6 18 3 

βάροσ 3 3 5 7 2 4 2 

κζρδοσ/βάροσ 10/3 5/3 3 1 3 9/2 3/2 
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Ερωτιςεισ ??? 

 

Ευχαριςτϊ για τθν προςοχι ςασ 


