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Μζκοδοσ Lagrange 

 

Η γενικι ιδζα είναι ςε ζνα μακθματικό μοντζλο 
να βροφμε τθ βζλτιςτθ λφςθ «χαλαρώνοντασ» 
κάποιον/κάποιουσ περιοριςμό/περιοριςμοφσ, 
δθλαδι μεταφζροντάσ τον/τουσ ςτθν 
αντικειμενικι ςυνάρτθςθ ενώ παράλλθλα 
ειςάγουμε κάποιο κόςτοσ για τθν παραβίαςι 
του/τουσ. 



 

 

 

 

 

 

 

όπου 𝜆𝑖  είναι οι πολλαπλαςιαςτζσ Lagrange που 
αντιςτοιχοφν ςτουσ περιοριςμοφσ. Σώρα ηθτάμε να 
ελαχιςτοποιιςουμε τθ ςυνάρτθςθ ℒ  οπότε 
χρθςιμοποιοφμε παραγώγουσ. 

Ζςτω το πρόβλθμα βελτιςτοποίθςθσ 
  

𝑚𝑖𝑛𝑥 ∈ℝℕ    𝑓 𝑥  
𝑠. 𝑡.    𝑐𝑖 𝑥 = 0  ∀ 𝑖 ∈ 𝐼 

 
Αυτό μεταςχθματίηεται ωσ εξισ: 
ℒ 𝑥 , 𝜆𝑖 = 𝑓 𝑥 −  𝜆𝑖𝑐𝑖 𝑥 𝑖∈𝐼    

 
 



Ζςτω λοιπόν το πρόβλθμα: 

 
𝑚𝑎𝑥/min 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜 𝑔 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑘   

με k ςτακερό 

 

Σότε ςχθματίηω τθ ςυνάρτθςθ Lagrange που 
περιλαμβάνει τισ μεταβλθτζσ 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜆 ωσ εξισ: 

 
ℒ 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜆 = 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 − 𝜆(𝑔 𝑥, 𝑦, 𝑧 − 𝑘) 

 

 

 

 

 

 



τθ ςυνζχεια με χριςθ μερικών παραγώγων βρίςκω το 
ςθμείο του ακρότατου δθλαδι επιλφω το παρακάτω 
ςφςτθμα 

ℒ𝑥 = 0 
ℒ𝑦 = 0 

ℒ𝑧 = 0 
ℒ𝜆 = 0 

 

και ακολοφκωσ χρθςιμοποιώ τθ λφςθ του ςυςτιματοσ 
για να υπολογίςω το ηθτοφμενο ελάχιςτο ι μζγιςτο.  



Πρόβλθμα Ελαχιςτοποίθςθσ Κόςτουσ Εταιρείασ 
 
Ζςτω ότι θ ςυνάρτθςθ παραγωγισ μιασ εταιρείασ 

δίνεται από τθ ςχζςθ 𝑄 = 50 𝐾𝐿   όπου 𝑄  θ 
παραγόμενθ ποςότθτα, 𝐾 το κεφάλαιο που δαπανάται 
ςτθν παραγωγι και 𝐿 το κόςτοσ εργαςίασ. Ζςτω ότι θ 
εταιρεία ζχει παραγγελίεσ για 1000 μονάδεσ προϊόντοσ 
ενώ το κόςτοσ εργαςίασ είναι 5 $ ανά μονάδα προϊόντοσ 
και το κόςτοσ κεφαλαίου είναι 20 $ ανά μονάδα 
προϊόντοσ. Να βρεκεί ο ςυνδυαςμόσ κεφαλαίου και 
εργαςίασ που ελαχιςτοποιοφν το ςυνολικό κόςτοσ 
παραγωγισ. 
 
 



Σο μακθματικό μοντζλο είναι 

 
𝑚𝑖𝑛 𝐿,𝐾 𝑇𝐶 = 5𝐿 + 20𝐾 

𝑠. 𝑡. 𝑄 = 50 𝐿𝐾 = 1000 

 

Οπότε δθμιουργώ τθ ςυνάρτθςθ Lagrange 

ℒ = 5𝐿 + 20𝐾 − 𝜆(50 𝐿𝐾 − 1000) 

και βρίςκω το ελάχιςτο με χριςθ μερικών παραγώγων.  

 

Πολλαπλαςιαςτισ Lagrange 



• ℒ𝐿 = 5 − 𝜆 ∙ 50 ∙ 0.5 ∙ 𝐿−0.5𝐾0.5 = 0 

• ℒ𝐾 = 20 − 𝜆 ∙ 50 ∙ 0.5 ∙ 𝐾−0.5𝐿0.5 = 0 

• ℒ𝜆 = 50 ∙ 𝐿0.5𝐾0.5 − 1000 = 0 

     (υνκικεσ Πρώτθσ Σάξθσ) 

 

Οπότε ζχω ζνα ςφςτθμα τριών εξιςώςεων με τρεισ 
αγνώςτουσ και λφνοντασ ζχω K=10, L=40 και λ=0.4 

 

Αυτό ςθμαίνει ότι όταν ο περιοριςμόσ αλλάηει κατά μία 
μονάδα τότε θ τιμι τθσ αντικειμενικισ ςυνάρτθςθσ αλλάηει 
κατά 0.4, δθλαδι όταν θ εταιρεία παράγει 1001 μονάδεσ 
τότε το ςυνολικό κόςτοσ αυξάνει κατά 0.4 $. 



Συπικά για να είμαςτε ςίγουροι ότι ζχουμε βρει το 
ελάχιςτο πρζπει να ελζγξουμε και τισ υνκικεσ 
Δεφτερθσ Σάξθσ.  
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Ωςτόςο ςτα πλαίςια αυτοφ του μακιματοσ το βιμα 
αυτό παραλείπεται.   



Πρόβλθμα Μεγιςτοποίθςθσ Χρθςιμότθτασ  

του Καταναλωτι 

 

Ζνα καταναλωτισ ζχει ςτθ διάκεςι του Μ=360 $ και 
μπορεί να αγοράςει 2 προϊόντα 𝑥, 𝑦 οι τιμζσ των οποίων 
είναι 𝑃𝑥 = 10  και 𝑃𝑦 = 30 . Σο όφελοσ που ζχει ο 

καταναλωτισ από τα δφο προϊόντα δίνεται από τθ 

ςυνάρτθςθ χρθςιμότθτασ 𝑈 𝑥, 𝑦 = 𝑥3/4𝑦1/4 . Ποιοσ 
είναι ο ςυνδυαςμόσ των προϊόντων που μεγιςτοποιεί τθ 
χρθςιμότθτα για τον καταναλωτι;  



Σο μακθματικό μοντζλο είναι 
 

𝑚𝑎𝑥 𝑥,𝑦 𝑈 𝑥, 𝑦 = 𝑥3/4𝑦1/4 

𝑠. 𝑡.𝑀 = 10𝑥 + 30𝑦 = 360 
 

Οπότε δθμιουργώ τθ ςυνάρτθςθ Lagrange 

ℒ = 𝑥3/4𝑦1/4 + 𝜆(360 − 10𝑥 − 30𝑦) 
και βρίςκω το μζγιςτο με χριςθ μερικών παραγώγων.  

 



υνκικεσ Πρώτθσ Σάξθσ 
 
• ℒ𝑥 = 0.75𝑥−0.25𝑦0.25 − 10𝜆 = 0 
• ℒ𝑦 = 0.25𝑥0.75𝑦−0.75 − 30𝜆 = 0 
• ℒ𝜆 = 360 − 10𝑥 − 30𝑦 = 0 
 
Οπότε ζχω ζνα ςφςτθμα τριών εξιςώςεων με τρεισ αγνώςτουσ και 
λφνοντασ ζχω 𝑥 = 27, 𝑦 = 3 και 𝜆 = 0.0433 
 
 
Αυτό ςθμαίνει ότι όταν ο περιοριςμόσ αλλάηει κατά μία μονάδα 
τότε θ τιμι τθσ αντικειμενικισ ςυνάρτθςθσ αλλάηει κατά 0.0433, 
δθλαδι όταν ο καταναλωτισ ξοδεφει 361 $ τότε το ςυνολικό 
όφελόσ του αυξάνει κατά 0.0433. Σο 𝜆 λζγεται και ςκιώδθσ τιμι 
(shadow price). 



Συπικά για να είμαςτε ςίγουροι ότι ζχουμε βρει το 
μζγιςτο πρζπει να ελζγξουμε και τισ υνκικεσ Δεφτερθσ 
Σάξθσ. Πρζπει δθλαδι να ιςχφει: 
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Άςκθςθ 

Μια εταιρεία καταςκευάηει τθλεοράςεισ ςε δφο 
εργοςτάςια Α και Β. Τποκζςτε ότι x τθλεοράςεισ 
καταςκευάηονται ςτο εργοςτάςιο Α και y τθλεοράςεισ 
ςτο εργοςτάςιο Β. Σο ςυνολικό καταςκευισ δίνεται από 
τθ ςχζςθ 𝐶 𝑥, 𝑦 = 6𝑥2 + 12𝑦2 ενώ θ δζςμευςθ τθσ 
εταιρείασ είναι να παράγει 90 τθλεοράςεισ κάκε μινα. 
Να βρεκεί ο ςυνδυαςμόσ παραγωγισ που ελαχιςτοποιεί 
το ςυνολικό κόςτοσ και να υπολογιςτεί αυτό. 
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Ευχαριςτώ για τθν προςοχι ςασ 


