      ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΙΣ ΣΥΝΗΘΕΙΣ ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ

1. Εισαγωγή

Υπάρχει μεγάλη ποικιλία από επιστημονικά προβλήματα στα οποία το χαρακτηριστικό αίτημα είναι ο προσδιορισμός μιας ποσότητας από τον συντελεστή μεταβολής της, από την ταχύτητα δηλαδή με την οποία αλλάζουν οι τιμές της. Για παράδειγμα, θα μπορούσαμε να ζητάγαμε τον προσδιορισμό της θέσης ενός σημείου από την γνώση της ταχύτητας ή της επιτάχυνσης του. ΄Η αν γνωρίζουμε την ταχύτητα με την οποία μία ραδιενεργός ουσία αποσυντίθεται, θα μπορούσαμε να ζητήσουμε το ποσό της ύλης που απομένει ύστερα από ένα δοσμένο χρονικό διάστημα. Σε παραδείγματα όπως αυτά προσπαθούμε να προσδιορίσουμε μια άγνωστη συνάρτηση  από μερικές πληροφορίες που μπορούν να εκφραστούν  σε μορφή μιας σχέσης αναφερόμενης σε τουλάχιστο μια από τις παραγώγους  της άγνωστης συνάρτησης. Οι σχέσεις αυτές ονομάζονται  διαφορικές εξισώσεις και ο κλάδος των μαθηματικών που ασχολείται με την σπουδή τους κεντρίζει πάντοτε το ενδιαφέρων των ερευνητών.


Οι διαφορικές εξισώσεις (Δ.Ε.) κατατάσσονται σε δύο κατηγορίες: στις συνήθεις Δ.Ε., στις οποίες η ζητούμενη συνάρτηση είναι συνάρτηση μιας  μεταβλητής και στις Δ.Ε. με μερικές παραγώγους, όπου η ζητούμενη συνάρτηση είναι συνάρτηση δύο ή περισσότερων μεταβλητών. Ένα απλό παράδειγμα μιας συνήθους Δ.Ε. είναι η σχέση

                                                     f΄(x) = f(x)                                                    (1)

η οποία ικανοποιείται από την εκθετική συνάρτηση f(x) = ex. Θα δούμε παρακάτω  ότι κάθε λύση της (1) είναι της μορφής f(x) = Cex,  όπου  C τυχούσα σταθερά.


Από την άλλη μεριά, μια σχέση όπως η
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είναι παράδειγμα Δ.Ε. με μερικές παραγώγους. Αυτή ειδικά η Δ.Ε. λέγεται εξίσωση του Laplace  και παρουσιάζεται στη θεωρία του ηλεκτρισμού και του μαγνητισμού, στη μηχανική των ρευστών και άλλού. Σαν λύση έχει διάφορα είδη συναρτήσεων, ανάμεσα στις οποίες είναι οι  συναρτήσεις: 

      f(x, y) = x + 2y,  f(x, y) = excosy,  f(x, y) = ln(x2 + y2).


Η συστηματική μελέτη των Δ.Ε. άρχισε από τον καιρό του Newton και του Leibniz και συνεχίζεται μέχρι σήμερα. Στις παρούσες σημειώσεις  θα μελετήσουμε μερικούς από τους απλούστερους τύπους συνήθων Δ.Ε. και θα τις εφαρμόσουμε για να επιλύσουμε κάποια φυσικά προβλήματα, τα οποία εκφράζονται (μοντελοποιούνται) με αυτές. Η επίλυση των Δ.Ε. τις οποίες θα θεωρήσουμε θα γίνει με την βοήθεια κάποιων πολύ ειδικών τεχνασμάτων.


Όταν εργαζόμαστε με μια Δ.Ε. γράφουμε συνήθως y στη θέση της f(x), y΄ στη θέση της f΄(x)  και σημειώνουμε τις παραγώγους ανώτερης τάξης με y΄΄ , y΄΄΄  κ.λ.π., χωρίς αυτό φυσικά να εμποδίζει την χρησιμοποίηση και άλλων γραμμάτων   για την παράσταση της συνάρτησης και των παραγώγων της.


Σημειώνουμε τέλος ότι χρησιμοποιώντας τον συμβολισμό του Leibniz, τις παραγώγους y΄, y΄΄ , y΄΄΄  κ.λ.π. μιας  συνάρτησης y(x) τις συμβολίζουμε επίσης με  
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  κ.λ.π. αντίστοιχα.

Μερικά παραδείγματα συνήθων Δ.Ε. είναι τα εξής:
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y΄ + exy = cosx

Στις παραπάνω Δ.Ε. η άγνωστη συνάρτηση είναι η y(x)  και η Δ.Ε. είναι μια σχέση μεταξύ της y(x) και των παραγώγων της y(x).

1. Βασικές έννοιες.

Τάξη μία Δ.Ε. είναι η μεγαλύτερη τάξη παραγώγου που εμφανίζεται στην εξίσωση.

Παραδείγματα:

1) Η  Δ.Ε.  y΄΄΄ - e7y΄΄ + 5xy = 0  έχει τάξη 3  

2) Η Δ.Ε.  
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 έχει τάξη 2

3) Η Δ.Ε.  y΄ = 3x2 + 5x - 7  έχει τάξη 1

Ορισμός.  Λύση μιας Δ.Ε. με άγνωστη συνάρτηση y  και ανεξάρτητη μεταβλητή   x στο διάστημα Ι καλείται μια συνάρτηση y(x) η οποία ικανοποιεί ταυτοτικά την Δ.Ε. για κάθε x  στο Ι.

Παράδειγμα:

Θεωρούμε την Δ.Ε. y΄΄ + 2y΄ + y = 0 . Η συνάρτηση y(x) = 2e-x + xe-x  είναι λύση της y΄΄+ 2y΄ + y = 0. Πράγματι, έχουμε 

 y΄(x) = -2e-x + e-x - xe-x = e-x - xe-x   

       y΄΄(x)= e-x - e-x + xe-x =  xe-x   με τις εκφράσεις αυτές η Δ.Ε. γίνεται

 y΄΄+ 2y΄ + y = x e-x + 2(-e-x - x e-x) + 2 e-x + x e-x = 0

 Άρα η y(x) είναι λύση της Δ.Ε.                                                                         

Μερική λύση μιας Δ.Ε. είναι οποιαδήποτε λύση της Δ.Ε.

Γενική λύση μιας Δ.Ε. είναι το σύνολο όλων των λύσεων.

Παράδειγμα: 

      Θεωρούμε την Δ.Ε. y΄΄ + 4y = 0

Θα δείξουμε παρακάτω ότι η y(x) = c1sin2x + c2cos2x,  όπου  c1, c2 τυχαίες σταθερές είναι η γενική λύση της y΄΄ + 4y = 0. Αυτό  σημαίνει ότι κάθε λύση της Δ.Ε. έχει την παραπάνω μορφή.

Αντίθετα μια μερική λύση είναι για παράδειγμα η y0(x) = -3cos2x, με την έννοια ότι η y0(x)  επαληθεύει την Δ.Ε.                                                     

Εάν ζητάμε να βρούμε μία άγνωστη συνάρτηση που ικανοποιεί μία Δ.Ε. και ικανοποιεί επιπλέον ορισμένες συμπληρωματικές συνθήκες για τις  τιμές της άγνωστης συνάρτησης και των παραγώγων της σ’ ένα σημείο, τότε έχουμε ένα πρόβλημα αρχικών τιμών η μία Δ.Ε. με αρχικές συνθήκες.

Παράδειγμα: 

Θεωρούμε την Δ.Ε. y΄΄+2y΄ = ex  και ζητείται να βρεθεί μια λύση y(x)  της Δ.Ε. που ικανοποιεί επιπλέον τις (αρχικές) συνθήκες  y(π) = 1,  y΄(π) = 2.

Σ’ αυτή την περίπτωση έχουμε ένα πρόβλημα αρχικών τιμών.

Παράδειγμα: 

Θεωρούμε το πρόβλημα αρχικών τιμών

y΄΄+ 4y = 0,  y(0) = 0,  y΄(0) = 1.

Τότε η λύση του προβλήματος είναι η συνάρτηση y(x) =
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Πράγματι, θα πρέπει η γενική λύση y(x) = c1sin2x + c2cos2x της Δ.Ε.  y΄΄ + 4y = 0 (την οποία θα μάθουμε να βρίσκουμε παρακάτω) να ικανοποιεί τις συνθήκες y(0) = 0,  y΄(0) = 1.

Όμως οι σχέσεις y(0)=0,   y΄(0) = 1 δίνουν, θέτοντας  x=0   στην   y(x)= c1sin2x + c2cos2x  και στην y΄(x)= 2c1cos2x + 2c2sin2x,  το σύστημα  c2=0  και  2c1=1. ΄Αρα   c0 =0   
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Μια λύση  της μορφής y=F(x, C), όπου  F  είναι  παράσταση εκφραζόμενη με γνωστές συναρτήσεις του x (ή ολοκληρώματα γνωστών συναρτήσεων του x) είναι μια εκπεφρασμένη λύση της Δ.Ε., διότι το y εκφράζεται απευθείας μέσω του x. Φυσικά η εξίσωση y = F(x, C1,…,Cn) παριστάνει μια ολόκληρη οικογένεια λύσεων δηλαδή μία λύση για κάθε τιμή των σταθερών C1,…,Cn . Για παράδειγμα  η λύση y(x) = c1sin2x + c2cos2x   είναι μία εκπεφρασμένη λύση της Δ.Ε. y΄΄+ 4y= 0.

Μ’ όλο όμως που μπορεί  να υπάρχει συνάρτηση F(x, C1,…,Cn) για την οποία η    y = F(x, C1,…,Cn) να ικανοποιεί την Δ.Ε., αυτό δεν σημαίνει ότι μπορούμε και να εκφράφουμε την παράσταση αυτή της F μέσω γνωστών συναρτήσεων. Αυτό που συμβαίνει σε πολλές περιπτώσεις είναι να καταλήξουμε σε μία σχέση της  μορφής

                                               G(x, y, C1,…,Cn) = 0

Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι οι λύσεις  y της δοσμένης Δ.Ε. εκφράζονται πεπλεγμένα από την παραπάνω σχέση.

Παράδειγμα: 

 Θα μάθουμε να λύνουμε παρακάτω την Δ.Ε.
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και όπως θα δούμε η λύση ορίζεται πεπλεγμένα από την σχέση
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Θα ήταν μάταιη κάθε απόπειρα επίλυσης ως προς y της εξίσωσης αυτής.

Σε τέτοιες καταστάσεις περιοριζόμαστε να λέμε απλά ότι η παραπάνω εξίσωση παριστάνει μια οικογένεια λύσεων. Κάθε συγκεκριμένη τιμή της σταθεράς C  δίνει και από μία ειδική λύση της Δ.Ε.

3.  Δ. Ε. Πρώτης Τάξης

Σ’ αυτή την παράγραφο θα μελετήσουμε και θα επιλύσουμε ειδικές μορφές Δ.Ε. πρώτης τάξης.

Μια Δ.Ε. πρώτης τάξης έχει γενικά την μορφή

                                              y΄= f(x, y)

π.χ.   
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Ισχύει το εξής θεμελιώδες θεώρημα για τις συνήθεις Δ.Ε. πρώτης τάξης, που αφορά την ύπαρξη και το μονοσήμαντο της λύσης αυτών.

Θεώρημα..  Θεωρούμε την Δ.Ε. y΄= f(x, y)  και υποθέτουμε ότι :

· Η συνάρτηση f(x, y) είναι συνεχής στο ανοικτό ορθογώνιο  

R: |x-x0| <ε    και   |y-y0|< ε

· Η συνάρτηση  
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 είναι συνεχής  στο ορθογώνιο R  που ορίστηκε παραπάνω

Τότε

i)  Υπάρχει λύση  y(x) της Δ.Ε. y΄=f(x,y)

ii)  Η λύση y(x) είναι μοναδική αν απαιτήσουμε να διέρχεται από το σημείο (x0,y0), δηλαδή να ισχύει y(x0) = y0.                                                            (
Στην συνέχεια θα μελετήσουμε και θα λύσουμε ειδικές μορφές Δ.Ε. πρώτης τάξης, δηλαδή του Δ.Ε. τύπου y΄= f(x, y) όταν η συνάρτηση f λαμβάνει κάποιες ειδικές μορφές.

1) Δ.Ε. με χωριζόμενες μεταβλητές

Είναι Δ.Ε. της μορφής

                              y΄=h(x)g(y)                                            (1.1)

Η ισοδύναμα της μορφής

                          H(x)dx + G(y)dy = 0                                  (1.2)

Η ισοδυναμία των μορφών (1.1) και (1.2) είναι άμεση: Αν στην Δ.Ε. y΄= h(x)g(y)     θέσουμε  
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      Aπ’ όπου παίρνουμε, αν  g(y) ( 0,
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    και άρα 

    H(x)dx + G(y)dy = 0,  όπου   G(y) =
[image: image15.wmf]g(y)

1

  και    H(x) = -h(x)

Η επίλυση των Δ.Ε. με χωριζόμενες μεταβλητές γίνεται με απλή ολοκλήρωση όπως θα δούμε στα παρακάτω παραδείγματα.

Παράδειγμα:

Να λυθεί  η Δ.Ε. xdx - y2dy = 0

Λύση

Είναι μία Δ.Ε. της μορφής  H(x)dx+G(y)dy=0 με  H(x)=x  και G(y)=-y2
΄Εχουμε
 xdx - y2dy = 0   ( xdx = y2dy ( 
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 Μετά τις ολοκληρώσεις παίρνουμε
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.  Λύνοντας ως προς y  έχουμε  y(x)=
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Παράδειγμα:

Να λυθεί η Δ.Ε.  με αρχικές συνθήκες ή το ισοδύναμα το πρόβλημα αρχικών τιμών  exdx – ydy = 0,   y(0) = 1.

Λύση

exdx – ydy = 0  (  exdx = ydy  (   ( exdx = ( ydy +c (  y2 = 2ex-2c
Για να ικανοποιείται η αρχική συνθήκη y(0)=1, πρέπει

12 = 2e0 - 2c , άρα 
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Άρα η λύση της Δ.Ε. είναι y2 = 3ex - 1 ή    y =
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Να σημειωθεί ότι δεν μπορούμε να πάρουμε αρνητικό πρόσημο στην τετραγωνική ρίζα, επειδή τότε y(0)=-1, δηλαδή δεν θα ικανοποιείται η αρχική συνθήκη.

Παράδειγμα:  

Να λυθεί η Δ.Ε.   xy(1+x2)y΄ = 1+y2
Λύση
xy(1+x2)y΄ = 1+y2    (   xy(1+x2) 
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(y2+1)½ = 
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2) Γραμμικές Δ.Ε.

Είναι Δ.Ε. της μορφής

                                   y΄ + p(x)y = q(x)                                      (3.1)

Αν   q(x)=0  τότε η Δ.Ε. (3.1) γίνεται

                                   y΄ + p(x)y = 0                                           (3.2)

η οποία  λέγεται ομογενής γραμμική Δ.Ε. 1ης  τάξης.

Ο όρος γραμμική Δ.Ε. δικαιολογείται λόγω της ακόλουθης πρότασης

Πρόταση. Το σύνολο των λύσεων της Δ.Ε. y΄ + p(x)y = 0 αποτελεί  ένα γραμμικό χώρο. Δηλαδή ισχύουν τα εξής: Αν y1, y2   είναι λύσεις της (3.2) τότε και ο γραμμικός συνδυασμός  λ1 y1 +λ2 y2   είναι λύση της (3.2) , για λ1 ,λ2 σταθερές.

Απόδειξη 

Επειδή  y1, y2 είναι λύσεις της (3.2) έχουμε
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Άρα αν πολλαπλασιάσουμε αντίστοιχα τις εξισώσεις αυτές  με τις σταθερές λ1 ,λ2 έχουμε

(λ1 y1)΄ + p(x) λ1 y1 = 0

(λ2 y2)΄ + p(x) λ2 y2 = 0

Προσθέτοντας τις εξισώσεις έχουμε

(λ1 y1+ λ2 y2)΄  + p(x) (λ1 y1+ λ2 y2) = 0

Άρα η λ1 y1+ λ2 y2   λύση της (3.2)                                                                       (
Για την επίλυση της γραμμικής Δ.Ε.

y΄ + p(x)y = q(x)  εργαζόμαστε ως εξής:

Πολλαπλασιάζουμε αμφότερα τα μέλη της εξίσωσης (3.1) με  
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Άρα ολοκληρώνοντας ως προς x, έχουμε
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y(x) = 
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p(x)dx

                                                         (Λ)

Ο τύπος (Λ) δίδει την γενική λύση της γραμμικής Δ.Ε.   (3.1)

Παράδειγμα:

 Να λυθεί η Δ.Ε.   y΄+
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Λύση

Έχουμε ότι 
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Επίσης q(x) = x4,  άρα
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Άρα αντικαθιστώντας στον τύπο (Λ) έχουμε
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Παράδειγμα:

 Να λυθεί η Δ.Ε. y΄+2xy = 
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Λύση

Αντικαθιστώντας στον τύπο (Λ) , p(x)=2x και q(x)= 
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, έχουμε
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Προβλήματα Ψύξεως

Σύμφωνα με το νόμος ψύξεως του Newton η ανά μονάδα χρόνου μεταβολή της 

θερμοκρασίας ενός σώματος είναι ανάλογη της διαφοράς των θερμοκρασιών του σώματος και του περιβάλλοντος. Έτσι εάν Τ είναι η θερμοκρασία του σώματος και Τ0 η θερμοκρασία του περιβάλλοντος, τότε η ανά μονάδα χρόνου μεταβολή της θερμοκρασία του σώματος είναι  
[image: image50.wmf]dt

dT

  και ισχύει

                                                
[image: image51.wmf]dt

dT

 = k(T-T0)                                           (8.1)

όπου k  σταθερά , k>0.

Η σταθερά αναλογία είναι θετική έτσι ώστε  
[image: image52.wmf]dt

dT

   να είναι αρνητική όταν Τ-T0    είναι θετικό, οπότε το σώμα ψύχεται.

Η παραπάνω σχέση αποτελεί μία γραμμική Δ.Ε. με σταθερούς συντελεστές.

 Προβλήματα Αυξήσεως και Μειώσεως
Έστω N(t) παριστάνει την ποσότητα μιας ουσίας ή ένα πληθυσμό που αυξάνει ή μειώνεται. Εάν δεχτούμε ότι η ανά μονάδα χρόνου αύξηση 
[image: image53.wmf]dt

dN

    της ουσίας ή του πληθυσμού είναι ανάλογη της ποσότητας της ουσίας ή του πληθυσμού , τότε έχουμε

                                                  
[image: image54.wmf]k
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                                         (8.2)

όπου k  είναι σταθερά αναλογία.

Η παραπάνω σχέση αποτελεί μία ομογενή γραμμική Δ.Ε. πρώτης τάξης.

Πρόβλημα 1

Ένα σώμα  με άγνωστη θερμοκρασία τοποθετείται σ’ ένα χώρο με σταθερή θερμοκρασία 300 C. Εάν μετά από 10 min η θερμοκρασία του σώματος είναι 00 C και μετά από 20 min είναι 15ο C υπολογίστε την άγνωστη αρχική θερμοκρασία του σώματος.

Λύση

Η  (8.1) γίνεται 
[image: image55.wmf]dt

dT

 = kT = 30k . Η λύση της είναι

                                          T = ce-kt+30                               (1)

Για  t=10  έχουμε Τ = 0. Αρα η (1) γίνεται

                    0 = ce-10k+30   ή            ce-10k  =-30                 (2)

Για  t=20  έχουμε Τ = 15. Αρα η (1) γίνεται

                   15 = ce-20k+30   ή         ce-20k  = -15                  (3)

Λύνοντας το σύστημα  των (2) και (3) ως προς k  και  c  βρίσκουμε
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     και  c=-30e10k = -30(2=-60

Συνεπώς η (1), που δίνει τη θερμοκρασία του σώματος τη χρονική στιγμή t, γίνεται

                                    T = -60e-0.069 t + 30                            (4)

Με t=0 η προηγούμενη έκφραση δίνει την αρχική θερμοκρασία του σώματος

                          T = -60e(-0.069)(0) +30 = -60 +30 = - 300 C
Πρόβλημα 2

Σ’ ένα ραδιενεργό υλικό η ποσότητα που διασπάται (ακριβέστερα μεταστοιχειώνεται) ανά  μονάδα χρόνου είναι ανάλογη της ολικής ποσότητας. Εάν αρχικά έχουμε 50 mg(miligram)  και μετά δύο ώρες έχει διασπαστεί το 10% της αρχικής μάζας, υπολογίστε (α) τη μάζα  τη χρονική στιγμή t, (b)  τη μάζα μετά τέσσερις ώρες και (c)  το χρόνο που χρειάζεται για να διασπαστεί η μισή μάζα.

Λύση

(α)  Έστω Ν η μάζα του ραδιενεργού υλικού τη χρονική στιγμή t. H εξίσωση (8.2) ή ισοδύναμα η 
[image: image57.wmf]0
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 είναι γραμμική διαφορική εξίσωση. Η λύση της είναι

                                                N = cekt                                             (1)

Για t = 0  έχουμε Ν = 50  και από την (1) 50 = cek(0)   ή c = 50. Έτσι η (1) γίνεται

                                               N = 50ekt                                             (2)

Επειδή μετά δύο ώρες 10% της αρχικής μάζας έχει διασπαστεί , για t = 2 έχουμε 

N = 50-5 = 45. Αντικαθιστώντας τις τιμές αυτές στην (2) και λύνοντας ως προς k βρίσκουμε

                                   45 = 50e2k        ή      k = 
[image: image58.wmf]0.053
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Συνεπώς από την (2) έχουμε ότι η μάζα τη χρονική στιγμή   είναι

                                            Ν = 50e-0.053t                                   (3)

με το t  σε ώρες.

(b) Ζητάμε το Ν, όταν t = 4.  Από την (3) έχουμε με t = 4

                                N = 50e(-0.053)(4) = 50(0.809) = 40.5 mg
(c) Ζητάμε το t για το οποίο Ν = 50/2 = 25. Από την (3) έχουμε με Ν = 25

                           25 = 50e-0.053 t       ή  -0.053t =
[image: image59.wmf]2
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  ή   t =13 ώρες
Ο χρόνος που απαιτείται για να υποδιπλασιαστεί η μάζα ενός ραδιενεργού στοιχείου καλείται χρόνος υποδιπλασιασμού του στοιχείου. Στο πρόβλημα αυτό ο χρόνος υποδιπλασιασμού είναι 13 ώρες.
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