ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ
Στο παρών κεφάλαιο θα ορίσουμε το ορισμένο και το αόριστο ολοκλήρωμα Riemann και θα αποδείξουμε το Θεμελιώδες Θεώρημα του Απειροστικού Λογισμού που συνδέει το ολοκλήρωμα με την παράγωγο. Χρησιμοποιώντας το ορισμένο ολοκλήρωμα θα υπολογίσουμε το εμβαδόν επιπέδων χωρίων που φράσσονται από γραφήματα συναρτήσεων και τέλος θα δώσουμε τις πλέον βασικές μεθόδους υπολογισμού αορίστων ολοκληρωμάτων.

1. Το Ορισμένο  και Αόριστο ολοκλήρωμα Riemann
 Έστω Δ είναι μία διαμέριση του διαστήματος [a, b] ={x: a ( x ( b}  με υποδιαστήματα  Ι1, Ι2, …, Ιn.  Ονομάζομαι πλάτος της διαμέρισης Δ το μεγαλύτερο από τα μήκη l(I1), …, l(In)    των υποδιαστημάτων Ι1, …, Ιn.  (Υπενθυμίζουμε  ότι αν  Ιi = [ai , bi]  τότε l(Ii) = | ai – bi|).

Έστω  f:[a, b] ( R  συνάρτηση και έστω Δ μία διαμέριση του Ι=[a, b]. Σε κάθε υποδιάστημα Ιi  της Δ επιλέγουμε ένα σημείο xi . H ποσότητα
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καλείται ένα το άθροισμα Riemann πάνω από την διαμέριση Δ.

Εάν  f ( 0 , τότε είναι διαισθητικά προφανές ότι το άθροισμα Riemann πάνω από μία διαμέριση Δ δίνει μία καλή προσέγγιση του εμβαδού κάτω από το γράφημα της f  και πάνω από τον x- άξονα.

Ορισμός. Έστω f:[a, b] ( R συνάρτηση. Η  f λέγεται ολοκλήρωση κατά Riemann στο διάστημα  Ι = [a, b] , αν και μόνον αν υπάρχει αριθμός Α με την εξής ιδιότητα:

Για κάθε ε>0  υπάρχει δ>0  έτσι ώστε για κάθε διαμέριση Δ του Ι πλάτους μικρότερου του δ ισχύει η ανισότητα
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για κάθε δυνατή επιλογή σημείων  xi(Ii.  Η ποσότητα Α καλείται ολοκλήρωμα Riemann της  f  και συμβολίζεται με 
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Αποδεικνύεται ότι ο αριθμός Α (εφόσον υπάρχει) είναι μοναδικός.

Αναφέρουμε χωρίς απόδειξη το εξής Θεώρημα

Θεώρημα.  Κάθε συνεχής συνάρτηση f:[α, β] ( R είναι ολοκληρώσιμη κατά Riemann.

(Όλες οι συναρτήσεις που θεωρούμε στη συνέχεια υποθέτουμε ότι είναι συνεχής και άρα ολοκληρώσιμες κατά Riemann  σύμφωνα με το παραπάνω θεώρημα).

                 Ιδιότητες Ορισμένου ολοκληρώματος

Αναφέρουμε χωρίς απόδειξη τις εξής ιδιότητες του ορισμένου ολοκληρώματος
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4.                          Αν    m ( f(x) ( M   ( x ( [a, b]

                             τότε   m(b-a) (
[image: image7.wmf]b

a

   f(x)dx

ò

( Μ(b-a) 

Ορισμός.   Έστω   f : [α,β]( R  ολοκληρώσιμη  συνάρτηση.  Η  συνάρτηση  

F: [α,β] ]( R  ορισμένη με  
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 oνομάζεται αόριστο ολοκλήρωμα της f .
Ισχύει το εξής θεώρημα που αναφέρεται ως Θεμελιώδες Θεώρημα του Απειροστικού Λογισμού (Θ.Θ.Α.Λ.).

Θεώρημα.  Έστω  f: [α, β]( R   συνεχής συνάρτηση. Τότε η συνάρτηση  
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,  είναι  παραγωγίσιμη και  ισχύει F΄(x0) = f(x0)  για  κάθε   x0 ( [a, b].

Απόδειξη.  Υποθέτουμε ότι x0 ( (a, b). Αν x0 ( [a, b] η απόδειξη μπορεί να συμπληρωθεί εύκολα από τον αναγνώστη.

Εξ ορισμού έχουμε
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Υποθέτουμε κατ’ αρχάς ότι h>0. Tότε  F(x0+h) - F(x0) = 
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Ορίζουμε τα mn, Mn  ως εξής:

                                             mh = inf{f(x): x0 ( x ( x0 +h}

                                              Mh = sup{ f(x): x0 ( x ( x0 +h}

Από την ιδιότητα 4 των ορισμένων ολοκληρωμάτων, έχουμε ότι 

                                               mh (h (   
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Εάν  h<0, λίγα πράγματα πρέπει να αλλάξουμε. Έστω

                                       mh = inf{f(x): x0 +h ( x ( x0 }

                                       Mh = sup{ f(x): x0 +h ( x ( x0}

Τότε

                                       mh (-h) (  
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Επειδή

                                        F(x0 + h) - F(x0) =  
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Παίρνουμε

                                        mh( h ( F(x0+h)- F(x0)  ( Mh(  h
Επειδή  h<0, διαιρώντας με h αντιστρέφεται η ανισότητα και έχουμε
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Ομως η f  είναι συνεχής στο x0 , άρα  ισχύει
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και αυτό αποδεικνύει ότι
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Από το  Θ.Θ.Α.Λ. προκύπτει το εξής ενδιαφέρον πόρισμα

Πόρισμα.  Έστω  f: [a, b] ( R  συνεχής και  f = g΄ για κάποια συνάρτηση g. Τότε  
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Απόδειξη.  Έστω  F(x) = 
[image: image21.wmf]x
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. Τότε F΄ = f = g΄  στο [a, b]. Άρα υπάρχει σταθερά k  και έτσι ώστε F = g + k.

Ο αριθμός k  υπολογίζεται εύκολα ως εξής:

0 = F(α) = g(α)+ k  και άρα  k = -g(α)

Επομένως   F(x) = g(x) - g(a) . Άρα τελικά   
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   2.  Υπολογισμός Αόριστων Ολοκληρωμάτων

 Για τον υπολογισμό αόριστων ολοκληρωμάτων υπάρχουν διάφορες τεχνικές. Στη συνέχεια θα αναφέρουμε τις πλέον βασικές.

Θεωρούμε μία συνάρτηση f  και σκοπός μας είναι να υπολογίσουμε το αόριστο ολοκλήρωμα  
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f

)   της f.

Δηλαδή ζητείται μία συνάρτηση F(x)  τέτοια ώστε F΄(x)=f(x) .  Η συνάρτηση F λέγεται παράγουσα της f.

Θα αναφέρουμε κύρια τρεις μεθόδους υπολογισμού αορίστων ολοκληρωμάτων

(α) την μέθοδο της αντικατάστασης

(β) την μέθοδο της ολοκλήρωσης κατά παράγοντες

(γ) την μέθοδο της ολοκλήρωσης με ανάλυση σε απλά κλάσματα

Για τον υπολογισμό των αορίστων ολοκληρωμάτων πρέπει να γνωρίζουμε τα παρακάτω αόριστα ολοκληρώματα. Σημειωτέον ότι σε κάθε περίπτωση πρέπει να προστεθεί μία αυθαίρετη σταθερά στην παράγουσα συνάρτηση (που εδώ έχει παραλειφθεί) .
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(α)  Μέθοδος αντικατάστασης

Σύμφωνα με τη μέθοδο αυτή αντικαθιστούμε τη μεταβλητή στη συνάρτηση της οποίας ζητάμε το ολοκλήρωμα με μία νέα μεταβλητή. Με αυτό τον τρόπο το ολοκλήρωμα απλοποιείται και ανάγεται σε κάποιο γνωστό αόριστο ολοκλήρωμα.

Παραδείγματα:

Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα
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Λύση

(1) Θέτουμε 1+e-x = y    (   
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(2) Θέτουμε ex = y  (   
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Υπολογισμός του (ημ2xdx : 

Θέτουμε   2x = y (   
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(4) Θέτουμε   y = 2 + συνx(   
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(β) Ολοκλήρωση κατά παράγοντες

Aν f, g τυχαίες παραγωγίσιμες συναρτήσεις, ισχύει

                                                 (fg)΄ = f΄g + fg΄

Άρα

                                         
[image: image55.wmf]fgdxfgfgdxC

¢¢

=-+

òò

                                            

Χρησιμοποιώντας παραπάνω την σχέση μπορούμε να υπολογίσουμε μια σειρά από ολοκληρώματα, όπως φαίνεται στα παραδείγματα που ακολουθούν 

Παραδείγματα:

Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα
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Αφήνουμε στον αναγνώστη τον υπολογισμό του ολοκληρώματος  
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Άρα οι σχέσεις (*) και (**) δίνουν 
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(γ) Ολοκλήρωση με ανάλυση σε απλά κλάσματα

Με αυτή τη μέθοδο υπολογίζουμε συνήθως αόριστα ολοκληρώματα ρητών παραστάσεων, αναλύοντας την ρητή παράσταση σε απλά κλάσματα, αν φυσικά αυτό είναι δυνατόν.

Παραδείγματα:

Υπολογίστε τα  ολοκληρώματα
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(1)  Έχουμε ότι  
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 όπου Α, Β σταθερές τις οποίες θα υπολογίσουμε ως εξής:

Απλοποιώντας τους παρονομαστές έχουμε

6 - x = A(2x + 5) + B(x - 3)  (  6 - x = 5A –3B + (2A + B)x (
5A - 3B - 6,     2A + B = -1. 

Άρα    
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Σημείωση:  Αν ο παρονομαστής είναι είτε τριώνυμο είτε πολυώνυμο ανώτερου βαθμού, τότε τον παραγοντοποιούμε και εφαρμόζουμε την παραπάνω μέθοδο.

Είναι όμως πιθανόν ο παρονομαστής να είναι τριώνυμο το οποίον δεν έχει πραγματικές ρίζες και άρα δεν παραγοντοποιείται. Τότε εργαζόμαστε όπως στο παρακάτω παράδειγμα (2).
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 (i)  Υπολογισμός του 
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Θέτουμε y = x2 - 2x + 5   ( 
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Άρα  
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(ii) Υπολογισμός του 
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Έχουμε  ότι  x2 - 2x + 5 = (x-1)2 +4,

άρα
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Θέτουμε y = x-1. Άρα dy = dx
Επομένως   
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       4. Εφαρμογές της Ολοκλήρωσης 

Η πλέον βασική χρήση του ορισμένου ολοκληρώματος είναι στον  υπολογισμό του εμβαδού επιπέδων σχημάτων.

Παράδειγμα:

 Βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που φράσσεται από τα γραφήματα των συναρτήσεων

                                   f(x) = x3-x   και g(x) = x2
Λύση

Εξισώνοντας      f(x) = g(x)  (  x3-x = x2     

έχουμε

                                         x3- x2 - x = 0    ή

                                         x(x2-x-1) = 0

Άρα οι ρίζες είναι   x = 0,   
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Επομένως  βρίσκουμε που τέμνονται τα γραφήματα των f, g.

Στη συνέχεια επαληθεύουμε εύκολα ότι

f-g ≥ 0 
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  π.χ.  f(½) > g(½)

και f-g   ≤ 0 
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   π.χ.  f(1) < g(1)

Άρα το ζητούμενο εμβαδόν είναι
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Το οποίο υπολογίζεται εύκολα

Άσκηση. 

Εφαρμόζοντας το Θ.Θ.Α.Λ. να υπολογίσετε την παράγωγο της συνάρτησης

                                       f(x) =  
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Λύση

Θέτουμε h(x) = x3  και g(x) = 
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Τότε έχουμε

                                 f(x) = g(x3) = g(h(x)).

Άρα, από κανόνα σύνθετης παραγώγισης έχουμε

               f΄(x) = g΄(h(x)) · h΄(x)  ( f΄(x) = g΄(x3) · h΄(x)

Όμως από Θ.Θ.Α.Λ.  έχουμε g΄(x3) = 
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  και επίσης h΄(x) = 3x2.

Άρα

                            f΄(x) = 
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Σημείωση: Το αόριστο ολοκλήρωμα  
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 δεν υπολογίζεται με στοιχειώδεις μεθόδους.

        5.  Γενικευμένα Ολοκληρώματα

Με τον όρο γενικευμένα ολοκληρώματα εννοούμε ολοκληρώματα της μορφής
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[-∞, +∞]  και η συνάρτηση  f(x)  δεν ορίζεται στα άκρα a, b  (ή σε κάποιο από τα άκρα).
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Ο υπολογισμός των γενικευμένων ολοκληρωμάτων γίνεται ως εξής:

Υπολογίζουμε το αόριστο ολοκλήρωμα  
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 , δηλαδή βρίσκουμε μία συνάρτηση F(x) έτσι ώστε F΄(x) = f(x)  και ορίζουμε
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Παράδειγμα:

 Nα υπολογιστεί το γενικευμένο ολοκλήρωμα
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Θέτουμε ex = y    (   
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Άσκηση.

Υπολογίστε τα 
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