
��­á¢� ¦ 1�������� ��������� ���������¦¢¢�ª �¤à©«�ª ­¬© ¡�ª �¤¤¦ �ª, ¦§àª �¬¤�£�, «�®¬«�«�, �§ «�®¬¤©�, §�¨ �-®¦¬¤ �¤� £�«¨¦ («¦ £�«¨¦ «�ª �¬¤�£�ª, «�®¬«�«�ª, �§ «�®¬¤©�ª) ¡��àª ¡�  £ �� �¬�¬¤©�. ���� «�«¦ � ¦¤«¦«�«� � ¦§¦ � §�¨ �®�  £�«¨¦ ¡�  � �¬�¬¤©� ¡�¢� «� � �¤¬©£�. �� � �¤¬©£�«� §�¨ ©«�¤¦¤«�  £� ��¢� «à¤ ¦§¦ à¤ «¦ £�¡¦ª �� ¡¤¬� «¦ £�«¨¦ ¡�  � � �¬�¬¤©� «¦¬ ��¢¦¬ª � ¤�  � ¡�«�¬�¬¤©� «¦¬ � �¤¬©£�«¦ª. �¬-¤�§àª, � �¤¬©£�«� «� ¦§¦ � �®¦¬¤ «¦  � ¦ £�«¨¦ ¡�  ­¦¨� �� ��à¨¦¬¤«�   ©��©®�«� £� «� ��©� «¦¬ª ©«¦ ®à¨¦.�«¦ ¡�­�¢� ¦ �¬«¦ �� �©®¦¢��¦¬£� £� « ª ��© ¡�ª �¤¤¦ �ª «�ª �¨�££ ¡�ª�¢���¨�ª «�ª ¦§¦ �ª � ¡¬¨ � ��©� � ¤�  «� � �¤¬©£�«�. �� ¦¨ ©¦¬£� «�¤ �¤-¤¦ � «¦¬ �¬¡¢� �� ¦¬ ®à¨¦¬ � ¦§¦ � � ¤�  £ � � � ¡� §�¨ §«à©� «¦¬ ¢��¦£�¤¦¬\� �¤¬©£�« ¡¦¬ ®à¨¦¬", ¡�  ©«� ©¬¤�®� � «�¤ �¤¤¦ � «¦¬ ¬§¦®à¨¦¬. �� £ ¢�-©¦¬£� � � «� \­¬© ¡�" �§� ¡¦¤ ©� £�«�¥¬ �¬¡¢� �� à¤ ®à¨à¤ ã ¬§¦®à¨à¤ ¡� «�¤ �¤« ©«¦ ® � �¬«à¤ £� «¦¬ª § ¤�¡�ª. �¬¦ �¤¤¦ �ª ©«�¤� ©¬¤����£�¤�ª £�«¦¬ª § ¤�¡�ª � ¤�  �¬«�ª «�ª ¦¨ �¦¬©�ª ¡�  «à¤ �¨�££ ¡à¤ ©¬©«�£�«à¤. ��-¢¦ª, �� �¤�­�¨�¦¬£� ©«¦ �©à«�¨ ¡¦ ¡�  �¥à«�¨ ¡¦ � ¤¦£�¤¦ � �¤¬©£�«à¤, ¡� ©� £�¨ ¡�ª �­�¨£¦��ª «¦¬ª.1.1 ����������� ���������¤�ª �§¦ £�ª ¥�¨�  «�¤ �¤¤¦ � «�ª �¬�� �ª, «¦¬ �§ §��¦¬ ¡�  «¦¬ ®à¨¦¬©«¦¤ ¦§¦ ¦¤ �¦¬£� ¡�  ¡ ¤¦¬£���. �¬«¦  � ¤�  £�¨ ¡� �§¦ «� §�¨��� �£�«��¬¡¢� �� à¤ ®à¨à¤. � ¦ ©¬�¡�¡¨ £�¤�, ¦«�¤ ©«¦ �§ §��¦ ¦¨ ©¦¬£� �¤� ©�£� ¦� ©�¤ «�¤ ¢��¦£�¤� �¨®�, ¡�  �¦��¤«¦ª �¤¦ª �¢¢¦¬ ©�£� ¦¬ �, «¦«� £§¦¨¦¬£�¤� ©®�� �©¦¬£� �¤� � �¤¬©£� «¦¬ ¦§¦ ¦¬ � �¨®� ¤� � ¤�  «¦� ¡�  «�¢¦ª «¦� ¡� ¤� «¦ ¡�¢¦¬£� �!OA ã ~u. �¦«�, «¦ ©¬¤¦¢¦ ¦¢à¤ «à¤ � �¤¬©£�«à¤ «¦¬ �§ §��¦¬§¦¬ ¦¨ �¦¤«�  ¡�«� �¬«¦¤ «¦¤ «¨¦§¦ � ¤�  �¤� §�¨��� �£� �¤¦ª \� �¤¬©£�« ¡¦¬®à¨¦¬." � ¦ �¬©«�¨� �®¦¬£�:�¨ ©£¦ª 1.1.1 �©«à Rn = f ~u = (x1; x2; � � � ; xn) jxi 2 Rg. �¦«� «¦ ©¬¤¦¢¦Rn ¡�¢� «�  ¦ \�¬¡¢� �� ¦ª n{®à¨¦ª." ���� ©«¦ ®� ¦ ~u ¡�¢� «�  �¤� §¨��£�-« ¡¦ � �¤¬©£�. 1



2 ����� ���������� �¬«¦ «¦ ©¬¤¦¢¦ ¢¦ §¦¤ £§¦¨¦¬£� ¤� ¦¨ ©¦¬£� �¬¦ §¨�¥� ª: (1) «�¤ §¨¦©��©�(+), ¡�  (2) «¦¤ �¨ �£�« ¡¦ §¦¢¢�§¢�© �©£¦ (�) àª �¥�ª:�©«à � �¤¬©£�«� ~u = (a1; a2; � � � ; an); ~v = (b1; b2; � � � ; bn) 2 Rn ¡�  ¢ 2 R.�¦«� ¦¨ �¦¬£� ~u+ ~v = (a1 + b1; a2 + b2 + � � �+ an + bn)¡�  ¢ � ~u = (¢a1; ¢a2; � � � ; ¢an)�  §¨�¥� ª �¬«�ª  ¡�¤¦§¦ ¦¬¤ « ª �¡¦¢¦¬��ª  � ¦«�«�ª � � x; y; z 2 Rn ¡� a; b 2 R:1. x+ y = y + x,2. (x+ y) + z = x+ (y + z),3. �§�¨®�  0 2 Rn �«©  à©«� 0 + x = 0,4. � � ¡��� x 2 Rn ¬§�¨®�  �x 2 Rn �«©  à©«� x+ (�x) = 0,5. a(x+ y) = ax+ ay,6. (a+ b)x = ax+ bx,7. a(bx) = (ab)x ¡� 8. 1x = x.�¦ ©¬¤¦¢¦ Rn £� �¬«�ª « ª §¨�¥� ª (�¦£�) ¡�¢� «�  ¦ \�¨��£�« ¡¦ª �¬-¡¢� �� ¦ª n{®à¨¦ª" ã �§¢� n{®à¨¦ª.��¨��� �£� 1 R2 = f(x; y) jx; y 2 Rg, R3 = f(x; y; z) jx; y; z 2 Rg� �¤¤¦ � «¦¬ �§¦®à¨¦¬�©«à «à¨� U = fu = (x; y; z) jx � 2y + z = 0g. �¦ U � ¤�  �¤� £� ¡�¤¦(§¨¦­�¤àª «¦ (0; 0; 0) 2 U) ¬§¦©¬¤¦¢¦ «¦¬ R3. �©«à ¦«  u1 = (x1; y1; z1) ¡� u2 = (x2; y2; z2) ¤� �¤�¡¦¬¤ ©«¦ U ¡�  ¢ 2 R. �¦«�x1 � 2y1 + z1 = 0 ¡�  x2 � 2y2 + z2 = 0�¨¦©��«¦¤«�ª ¡�«� £�¢� « ª §�¨�§�¤à �¬¦ �¥ ©à©� ª, §� ¨¤¦¬£�(x1 + x2)� 2(y1 + y2) + (z1 + z2) = 0 (1.1)



�������� ��������� �������� 3��¨¦£¦ �, §�¨�«�¨¦¬£� ¦« (¢x1)� 2(¢y1) + (¢z1) = 0 (1.2)�  (1:1) ¡�  (1:2) ��¢à¤¦¬¤ ¦«  «¦ (£� ¡�¤¦) ©¬¤¦¢¦ U � ¤�  ¡¢� ©«¦ àª§¨¦ª «�¤ §¨¦©��©� � �¤¬©£�«à¤ ¡�  «¦¤ �¨ �£�« ¡¦ §¦¢¢�§¢�© �©£¦, ��¢���,�¦��¤«à¤ �¬¦ � �¤¬©£�«à¤ u1 ¡�  u2 ©«¦ U «¦ ��¨¦ ©£� «¦¬ª, u1 + u2 2 U ,àª �§ ©�ª �¤ ¢ 2 R, «¦«� ¢u1 2 U . �«� §¨��£�« ¡¦«�«�, «¦ ©¬¤¦¢¦ U , �¡«¦ª�§¦ « ª §�¨�§�¤à  � ¦«�«�ª,  ¡�¤¦§¦ �  ¦¢�ª « ª  � ¦«�«�ª 1{8 §¦¬  ¡�¤¦§¦ �  ¦n-®à¨¦ª. �¤� «�«¦ ¦ � � ¡¦ ©¬¤¦¢¦ ¢¦ §¦¤ � ¤�  �¤� §�¨��� �£� «¦¬ ¢��¦£�¤¦¬¬§¦®à¨¦¬ («¦¬ R3, ��à). � ¦ ��¤ ¡�, �®¦¬£�:�¨ ©£¦ª 1.1.2 �©«à U �¤� £� ¡�¤¦ ¬§¦©¬¤¦¢¦ «¦¬ Rn. �¦ U ¡�¢� «�  ¬§¦-®à¨¦ª «¦¬ Rn ��¤1. �¤ u; v 2 U , «¦«� u+ v 2 U , ¡� 2. �¤ u 2 U ¡�  ¢ 2 R, «¦«� ¢u 2 U .��¨��� �£� 2 �©«à U = f(x; y) 2 R2 j 2x � 3y = 0g. �¤ u1 = (x1; y1) ¡� u2 = (x2; y2) �¤�¡¦¬¤ ©«¦ U , «¦«� 2x1 � 3y1 = 0 ¡�  2x2 � 3y2 = 0. �«© 2(x1 + x2) � 3(y1 + y2) = 0 §¦¬ ©�£� ¤�  ¦«  «¦ � �¤¬©£� u = u1 + u2 2 U .��¨¦£¦ �, �¤ ¢ 2 R, ¡�  u1 2 U , �®¦¬£� 2(¢x1)�3(¢y1) = 0, ¡�  �«©  ¢u1 2 U .�¬£­à¤� ¢¦ §¦¤ £� «¦¤ ¦¨ ©£¦, ¦ U � ¤�  ¬§¦®à¨¦ª «¦¬ R2.��¨��� �£� 3 �©«à V = f(x; y; z) 2 R3 jx� y+ z = 0 ¡�  2x+ y�4z = 0g. �­�¨£¦�¦¤«�ª «�¤  � � «�®¤ ¡�, �¢�§¦¬£� ¦«  ¦ V � ¤�  ¬§¦®à¨¦ª«¦¬ R3.�ª ��à¨�©¦¬£� «à¨� «¦ �¥�ª ©¬¤¦¢¦:W = f(x; y; z) jx � 0; y � 0; z � 0g (1.3)� ¤�  «¦ W ¬§¦®à¨¦ª «¦¬ R3? ��¨�«�¨¦¬£� ¦«  �¤ u1 ¡�  u2 �¤�¡¦¬¤ ©«¦W , «¦«� «¦ u = u1 + u2 2 W . �£àª, «¦ W ��¤ � ¤�  ¡¢� ©«¦ àª §¨¦ª «¦¤�¨ �£�« ¡¦ §¦¢¢�§¢�© �©£¦, � ¦«  �¤ «¦ (x; y; z) 2 W ¡�  ¢ 2 R, «¦ � �¤¬©£�¢(x; y; z) ��¤ �¤�¡�  �§�¨� «�«� ©«¦ W . � � §�¨��� �£�, «¦ (1;�1; 1) 2 W�¢¢� «¦ (�1)(1;�1; 1) = (�1;+1;�1) ��¤ �¤�¡�  ©«¦ W .�¦�à �¡¨ �àª «à¤ �¬¦ ©¬¤��¡à¤ «¦¬ ¦¨ ©£¦¬ �¤¦ª ¬§¦®à¨¦¬, �¤� \«¬®� ¦"¬§¦©¬¤¦¢¦ «¦¬ Rn ��¤ � ¤�  ©®��¦¤ §¦«� ¬§¦®à¨¦ª «¦¬ Rn.��¨�«�¨�©� 1.1.1 �©«à V � U � Rn £� V ¡�  U ¬§¦®à¨¦¬ª «¦¬ Rn, �¤« -©«¦ ®�. �«� §�¨ §«à©� �¬«� �� ¢�£�, �§ ©�ª, ¦«  ¦ V � ¤�  ¬§¦®à¨¦ª «¦¬U .



4 ����� ���������� �¬«¦ «¦ ©�£� ¦ �� ���¢� ¤� ¡�¤à «�¤ (§¨¦­�¤�) §�¨�«�¨�©�|� ¦§¦ �¡�¢¢ ©«� �� £§¦¨¦¬©� ¤� ��à¨���  ©�¤ £ � �¤��¡� �, �¢¢� ¦®   ¡�¤�, ©¬¤��¡�|¦«  «¦ £���¤ ¡¦ � �¤¬©£� ~0 �¤�¡�  §�¤«� ©� �¤�¤ ¬§¦®à¨¦. �� �¢¢� ¢¦� �, �¤U � ¤�  ¬§¦®à¨¦ª «¦¬ Rn, «¦«� «¦ (0; 0; � � � ; 0) 2 U .�¦ �§¦£�¤¦ ��à¨�£� ©®�« ��  «�¤ �¤¤¦ � «¦¬ ¬§¦®à¨¦¬ £� « ª ��© ¡�ª §¨�-¥� ª £�«�¥¬ ©¬¤¦¢à¤.��à¨�£� 1.1.1 �©«à U ¡�  V ¬§¦®à¨¦  «¦¬ Rn. �¦«�1. �¦ U \ V � ¤�  ¬§¦®à¨¦ª «¦¬ Rn2. �¦ U [ V � ¤�  ¬§¦®à¨¦ª «¦¬ Rn ��¤¤ U � V ã V � U�§¦�� ¥�: 1. �©«à a; b 2 U\V ¡�  ¢ 2 R. �¦«� a; b 2 U ¡�  a; b 2 V . �§� ��¦  U ¡�  V � ¤�  ¬§¦®à¨¦  «¦¬ Rn, �� �®¦¬£� ¦«  a + b 2 U ¡�  a + b 2 V ,��¢��� a+ b 2 U \ V . ��¨¦£¦ �, �¢�§¦¬£� ¦«  ¢a 2 U \ V , ¡�  �«©  ¦ U \ V� ¤�  ¬§¦®à¨¦ª «¦¬ Rn.2. (=)) �©«à x 2 U . �¤ «¦ x �¤�¡�  �§ ©�ª ©«¦ V , «¦«� � �§¦�� ¥�«�¢� à©�. �©«à ¢¦ §¦¤ ¦«  «¦ (©¬�¡�¡¨ £�¤¦) x 62 V , ¡�  �©«à y �¤� («¬®� ¦)©«¦ ®� ¦ «¦¬ V . ��à¨¦¬£� «¦ � �¤¬©£� x + y. �¦�à «¦¬ ¦«  ¦ U [ V � ¤� ¬§¦®à¨¦ª, «¦ x + y 2 U [ V , ��¢��� x + y 2 U ã x + y 2 V . �¤, ¦£àª,x+ y 2 V «¦«� «¦ (x+ y) + (�y) 2 V (� �«  ?), ��¢��� x 2 V , �«¦§¦ �§¦ «�¤¬§¦��©� ¦«  «¦ x 62 V . �¨� x + y 2 U , «¦ ¦§¦ ¦ ©¬¤�§���  ¦«  y 2 U . ���¤y 2 V =) y 2 U , ��¢���, V � U . ��¨¦£¦ �, £§¦¨¦¬£� ¤� �� ¥¦¬£� ¦«  �¤V 6� U «¦«� U � V .((=) �¨¦­�¤�ª.��¨��� �£� 4 �©«à V1 = f(x; y; z) 2 R3 jx�y+z = 0g, ¡�  V2 = f(x; y; z) 2R3 j 2x+y�4z = 0g. ��à¨¦¬£� «¦¤W = V1\V2. �¬¡¦¢� £§¦¨�  ¤� �� ®«�  ¦« ¦  V1 ¡�  V2 � ¤�  ¬§¦®à¨¦  «¦¬ R3. �«©  ©¬£­à¤� £� «¦ §�¨�§�¤à ��à¨�£� ¦W � ¤�  �§ ©�ª ¬§¦®à¨¦ª «¦¬ R3. �¬«¦, ���� �, ©¬£­à¤�  £� «¦ ��¨��� �£�3: �§¦ «�¤ �¢¢� £�¨ �, «¦ V1 [ V2 ��¤ � ¤�  ¬§¦®à¨¦ª «¦¬ R3, � ¦«  (­�¤�¨�)«¦ V1 6� V2 ¡�  V2 6� V1.�¨�££ ¡� �¥�¨«�©� ¡�  �¤�¥�¨«�© ��©«à u1; u2; � � � ; uk � �¤¬©£�«� «¦¬ V (¬§¦®à¨¦¬ «¦¬ Rn) ¡�  ¢1; ¢2; � � � ; ¢k 2R. �§� �� «¦ V � ¤�  ¡¢� ©«¦ àª §¨¦ª « ª §¨�¥� ª «�ª §¨¦©��©�ª ¡�  «¦¬�¨ �£�« ¡¦¬ §¦¢¢�§¢�© �©£¦¬, «¦ � �¤¬©£�u = ¢1u1 + ¢2u2 + � � �+ ¢kuk = kXi=1 ¢iui



�������� ��������� �������� 5�� �¤�¡�  �§ ©�ª ©«¦ V . �¤« ©«¨¦­� «à¨�, �¤ v 2 V ¡�«à �§¦ §¦ �ª ©¬¤��¡�ª(�¤ ¬§�¨®¦¬¤) «¦ v £§¦¨�  ¤� �¨�­�  ©�¤v = ¨1u1 + ¨2u2 + � � �+ ¨kuk� � ¡�§¦ � ¨i 2 R?�¦ §�¨�§�¤à �¨à«�£� �� �§�¤«���  (£�¨ ¡àª) �§¦ «¦¤ �¡¦¢¦¬�¦ ¦¨ ©£¦:�¨ ©£¦ª 1.1.3 �©«à B �¤� £� ¡�¤¦ ¬§¦©¬¤¦¢¦ «¦¬ Rn. �¤� � �¤¬©£� u 2Rn �� ¡�¢� «�  �¤�ª �¨�££ ¡¦ª ©¬¤�¬�©£¦ª ©«¦ ®� à¤ «¦¬ B ��¤ ¬§�¨®�  �¤�ª§�§�¨�©£�¤¦ª �¨ �£¦ª � �¤¬©£�«à¤ b1; b2; � � � ; bk 2 B ¡�  ¢1; ¢2; � � � ; ¢k 2 R�«©  à©«� u = ¢1b1 + ¢2b2 + � � �+ ¢kbk = kXi=1 ¢ibi��¨��� �£� 5 �©«à B = f(1; 2)g � R2, ¡�  �©«à u = (x; y) 2 R2. ���¨���  � �¤��¡� � ¡�   ¡�¤� ©¬¤��¡� (àª §¨¦ª x ¡�  y) �«©  à©«� «¦ u ¤�� ¤�  �¨�££ ¡¦ª ©¬¤�¬�©£¦ª «à¤ ©«¦ ®� à¤ «¦¬ B.�¬©�: � � ¤� � ¤�  «¦ u �¨�££ ¡¦ª ©¬¤�¬�©£¦ª «à¤ ©«¦ ®� à¤ «¦¬ B, �� §¨�§� ¤� ¬§�¨®�  ¢ 2 R �«©  à©«� u = (x; y) = ¢(1; 2), ��¢���, x = ¢ ¡�  y = 2¢.���¤, ¬§�¨®�  � ©®�©� y = 2x, ã, y�2x = 0. � «�¢�¬«� � �§¦«�¢�  £ � �¤��¡� �©¬¤��¡� � � ¤� � ¤�  «¦ u = (x; y) �¨�££ ¡¦ª ©¬¤�¬�©£¦ª «à¤ ©«¦ ®� à¤ «¦¬ B.� ¤�  �  � � �¬«� ©¬¤��¡� �§ ©�ª  ¡�¤�? � �§�¤«�©� � ¤�  ¤� , � ¦«  �¤ «� x; y ¡�¤¦§¦ ¦¬¤ «�¤ y�2x = 0, «¦«� £§¦¨¦¬£� ¤� �¨�¯¦¬£� u = (x; y) = (x; 2x) =x(1; 2), ��¢��� «¦ u � ¤�  �¨�££ ¡¦ª ©¬¤�¬�©£¦ª «à¤ ©«¦ ®� à¤ «¦¬ B. �¨�,�¤ U = fu = (x; y) j «¦ u ¤� � ¤�  �¨�££ ¡¦ª ©¬¤�¬�©£¦ª «à¤ ©«¦ ®� à¤ «¦¬Bg, «¦«� U = f(x; y) 2 R2 j y � 2x = 0g. � «�¢�¬«� � �¡­¨�©� «¦¬ U �¬¡¦¢��¤��¤à¨ ��«�  ©�¤ �¤�ª ¬§¦®à¨¦ª «¦¬ R2. �¨�­ ¡�, «¦ U � ¤�  £ � �¬�� � §¦¬� �¨®�«�  �§¦ «¦ (0; 0), £� ¡¢ ©� 2.��¨��� �£� 6 �©«à B = f(1; 0;�1); (0; 1; 2)g � R3, ¡�  �©«à u = (x; y; z) 2R3. �� �¨���  � �¤��¡� � ¡�   ¡�¤� ©¬¤��¡� �«©  à©«� «¦ u ¤� � ¤�  �¨�£-£ ¡¦ª ©¬¤�¬�©£¦ª «à¤ ©«¦ ®� à¤ «¦¬ B.��¨¦£¦ � £� «¦ ��¨��� �£� 5, �� �®¦¬£�(x; y; z) = ¢1(1; 0;�1) + ¢2(0; 1; 2) = (¢1; ¢2;�¢1 + 2¢2)ã x = ¢1; y = ¢2; z = �¢1 + 2¢2� §�¨�§�¤à ©®�©� £�ª � ¤�  «�¤z = �x+ 2y() �x+ 2y � z = 0 (1.4)



6 ����� ��������¡�  � ¦§¦ � � ¤�  £ � �¤��¡� � ©¬¤��¡� � � ¤� � ¤�  «¦ � �¤¬©£� u = (x; y; z)�¤�ª �¨�££ ¡¦ª ©¬¤� �©£¦ª «¦¬ («à¤ ©«¦ ®�à¤) B. �� �� ¥¦¬£� «à¨� ¦« �¬«� � ©¬¤��¡� � ¤�  �§ ©�ª  ¡�¤�. �©«à ¢¦ §¦¤ v = (a; b; c) £� «�¤  � ¦«�«��a+ 2b� c = 0. �¦«�, v = (a; b; c) = (a; b;�a+ 2b) = (a; 0;�a) + (0; b; 2b) =�a(1; 0;�1) + b(0; 1; 2). �¬«� � «�¢�¬«� � ©®�©� �� ®¤�  «�¤ �¢��� � «¦¬  ©®¬-¨ ©£¦¬. �¬¤�§àª, �¤U = f(x; y; z) 2 R3 j � x+ 2y � z = 0g«¦«�, «� � �¤¬©£�«� «¦¬ R3 «� ¦§¦ � � ¤�  �¨�££ ¡¦  ©¬¤�¬�©£¦  «¦¬ B � ¤� �¡¨ �àª (¡�  £¦¤¦¤ �¬«�) «� ©«¦ ®� � «¦¬ U . ��¤�, �¢�§¦¬£� ¦«  «¦ U � ¤� ¬§¦®à¨¦ª «¦¬ R3, �¤� �§ §��¦ ���� � §¦¬ � �¨®�«�  �§¦ «¦ ©�£� ¦ (0; 0; 0).� �§¦£�¤¦ª ¦¨ ©£¦ª � ¤�  ­¬© ¡� ©¬¤�§� � «�ª  ���ª «à¤ §�¨�§�¤à �¬¦§�¨��� �£�«à¤.�¨ ©£¦ª 1.1.4 �©«à B �¤� ¬§¦©¬¤¦¢¦ «¦¬ Rn. �¦«� ¦¨ �¦¬£� «¦ §�¨��¦£�¤¦©¬¤¦¢¦ S(B) ©�¤ �¡¦¢¦¬��:1. �¤ «¦ B = ;, «¦«� ¦¨ �¦¬£� S(B) = f(0; 0; � � � ; 0)g2. �¤ B 6= ;, «¦«� «¦ S(B) �§¦«�¢� «�  �§¦ ¦¢¦¬ª «¦¬ª (§�§�¨�©£�¤¦¬ª)�¨�££ ¡¦¬ª ©¬¤�¬�©£¦¬ª «à¤ ©«¦ ®� à¤ «¦¬ B, ��¢���,S(B) = fu 2 Rn ju = kXj=1 ¢jbj; bj 2 B; ¢j 2 R; k � 1g��¨�«�¨�©� 1.1.2 �¦ S(B) � ¤�  ¬§¦®à¨¦ª «¦¬ Rn.�§¦�� ¥�: �¨à«� §�¨�«�¨¦¬£� ¦«  S(B) 6= ;. �§¦ «�¤ �¢¢� £�¨ �, �¤ u; v 2S(B), «¦«� u =X ¢ibi ¡�  v =X ljbj�«©  ¢¦ §¦¤, u + v 2 S(B), ¡�  ¢u 2 S(B), ��¢���, «¦ S(B) � ¤�  ¬§¦®à¨¦ª«¦¬ Rn.To ©¬¤¦¢¦ � ¡�¢� «�  \��¤¤�«¦¨�ª" «¦¬ (¬§¦®à¨¦¬) S(B) ã, �¤�¢¢�¡« ¡�,�� ¢�£� ¦«  «¦ S(B) §�¨���«�  �§¦ «¦ �, [S(B) := Span(B)].�«� «�¢�¬«� � �¬¦ §�¨��� �£�«� � ��£� «¦¬ª §�¨��¦£�¤¦¬ª ®à¨¦¬ª «¦¬ ©¬-¤¦¢¦¬ �. �ª �¦¬£� «à¨� �¤� �§ §¢�¦¤ §�¨��� �£�|«¦ ¦§¦ ¦ �¤ ¡�  «�«¨ ££�¤¦|�®�  £ � ©�£�¤« ¡� ©§¦¬�� ¦«�«� ©«� �§¦£�¤�.��¨��� �£� 7 �©«à B = f(1; 0; 0); (0; 1; 0); (0; 0; 1)g � R3. �¦«� S(B) =R3.



�������� ��������� �������� 7�§¦�� ¥�: �¨¦­�¤àª, S(B) � R3. �§¦ «�¤ �¢¢� £�¨ � ¦£àª, �¤ u =(x; y; z) 2 R3, «¦«� §�¨�«�¨¦¬£� ¦« u = (x; y; z) = x(1; 0; 0) + y(0; 1; 0) + z(0; 0; 1)¡�  �«©  «¦ u 2 S(B), ��¢���, R3 � S(B). ���¤, S(B) = R3.��¨¦£¦ �, �¤ ¦¤¦£�©¦¬£� e1 = (1; 0; � � � ; 0); e2 = (0; 1; 0; � � � ; 0); � � �en = (0; 0; � � � ; 0; 1) ¡�  ��à¨�©¦¬£� «¦ ¬§¦©¬¤¦¢¦ B = fe1; e2; � � � ; eng «¦¬Rn, �¢�§¦¬£� ¦«  S(B) = S(fe1; e2; � � � ; eng) = Rn (1.5)�¢¦¡¢�¨¦ª ¦ Rn ¢¦ §¦¤, � ¤�  �¬¤�«¦¤ ¤� §�¨�®��  �§¦ «� n � �¤¬©£�«�e1; e2; � � � ; en.��¢� à¤¦¬£� �¬«� «� §�¨��¨�­¦ £� «�¤ §�¨�«�¨�©� ¦«  �¤ «¦ ©¬¤¦¢¦ �§�¨���  «¦¤ ¬§¦®à¨¦ V , ��¢���, �¤ V = S(B), «¦«� ¡��� ¬§�¨©¬¤¦¢¦ C «¦¬�, ��¢���, ¡��� ©¬¤¦¢¦ C � B, �� §�¨���  �§ ©�ª «¦¤ V , ��¢���, S(C) = V .�©«à V �¤�ª ¬§¦®à¨¦ª «¦¬ Rn, ¦ ¦§¦ ¦ª §�¨���«�  �§¦ «¦ ©¬¤¦¢¦ �, «¦¦§¦ ¦ £§¦¨�  ¤� � ¤�  §�§�¨�©£�¤¦ ã �§� ¨¦. �¤� �¬¢¦�¦ (¡�  ©¬¤�£� ¬§¦¢¦-� ©« ¡¦) �¨à«�£� � ¤� : \�§¦¨�  ¦ V ¤� §�¨�®��  �§¦ �¤� �¤�© ¦ ¬§¦©¬¤¦¢¦«¦¬ �?" ã \¬§�¨®�  �¤� \�¢�® ©«¦" ¬§¦©¬¤¦¢¦ «¦¬ � «¦ ¦§¦ ¦ �� §�¨���  «¦¤V ?"�¤� §¨à«¦ ��£� � � «�¤ �§�¤«�©� «à¤ §�¨�§�¤à �¨à«�©�à¤ � ¤�  ¦ �¡¦-¢¦¬�¦ª ¦¨ ©£¦ª:�¨ ©£¦ª 1.1.5 �©«à A = fv1; v2; � � � ; vkg �¤� §�§�¨�©£�¤¦ ©¬¤¦¢¦ � �¤¬©£�-«à¤ «¦¬ Rn. �� ¢�£� ¦« 1. �¦ A (ã «� � �¤¬©£�«� v1; � � � ; vk) � ¤�  �¨�££ ¡� �¤�¥�¨«�«¦(�) (�A),�¤ ¦§¦«���§¦«� �®¦¬£� £ � ©®�©� «�ª £¦¨­�ª¢1v1 + ¢2v2 + � � �+ ¢kvk = ~0«¦«� ¦¢¦  ¦  ©¬¤«�¢�©«�ª ¢i �� � ¤�   ©¦  £� 0, ��¢���, ¢1 = ¢2 = � � � =¢k = 0. �¤�¢¢�¡« ¡�, «� v1; v2; � � � ; vk � ¤�  �¨�££ ¡� �¤�¥�¨«�«�, �¤ «¦£���¤ ¡¦ � �¤¬©£� £§¦¨�  ¤� �¨�­�  £¦¤�� ¡� ©�¤ �¨�££ ¡¦ª ©¬¤�¬�©£¦ª«à¤ ©«¦ ®� à¤ «¦¬ A.2. �¦ A (ã «� � �¤¬©£�«� v1; � � � ; vk) � ¤�  �¨�££ ¡� �¥�¨«�£�¤¦(�), (�E)�¤ ¬§�¨®¦¬¤ (©¬�¡�¡¨ £�¤�) ¨1; ¨2; � � � ; ¨k, ¦®  ¦¢� £���¤, �«©  à©«�¨1v1 + ¨2v2 + � � �+ ¨kvk = ~0�ª §�¨�«�¨�©¦¬£� «� �¡¦¢¦¬�� §¨ ¤ §¨¦®à¨�©¦¬£� ©� §�¨��� �£�«�. �©«à§�¢  A = fv1; v2; � � � ; vkg �¤� §�§�¨�©£�¤¦ ¬§¦©¬¤¦¢¦ «¦¬ Rn.



8 ����� ��������1. �¤ «¦ A � ¤�  �A, «¦«� �¤��¡� � vi 6= ~0, 8i (� �« ?).2. To A � ¤�  �A ��¤¤ ¡�¤�¤� �§¦ «� vi ��¤ � ¤�  �¨�££ ¡¦ª ©¬¤�¬�©£¦ª«à¤ ¬§¦¢¦ §à¤. �¬£�¦¢ ¡�, «¦ A � ¤�  �A() vi 62 S(A� vi) 8i.3. �¤ «¦ A � ¤�  �E, «¦«� ¡�§¦ ¦ �§¦ «� vj � ¤�  �¨�££ ¡¦ª ©¬¤�¬�©£¦ª«à¤ ¬§¦¢¦ §à¤.�§¦�� ¥�: 2: (=)) (£¦¤¦¤ ��¤) (�¤��¡� �): �¤ vi = ¢1v + � � � + ¢i�1vi�1 +¢i+1vi+1 + � � �+ ¢kvk, «� ¢i ��¤ £§¦¨�  ¤� � ¤�  ¦¢� £���¤, � ¦«  «¦«� �� � ®�£�vi = ~0 («¦ ¦§¦ ¦ �¨®�«�  ©� �¤« ��©� £� «¦ 1). �¢¢�, � §�¨�§�¤à ©®�©��¤« ¡� «�  ©«�¤ ¬§¦��©� «�ª �¨�££ ¡�ª �¤�¥�¨«�© �ª.((=) (��¤) ( ¡�¤�): �¤ ¡�§¦ ¦ �§¦ «� vi � ¤�  �¨�££ ¡¦ª ©¬¤�¬�©£¦ª, �¬«¦�¤« ¡� «� , §�¢ , ©«�¤ ©¬¤��¡� «�ª �¨�££ ¡�ª �¤�¥�¨«�© �ª.��¨��� �£� 8 �¢��¥«� �¤ «¦ A = f(1; 0; 1); (0; 1;�1); (2; 1; 1)g � ¤�  �A ã�E.�®¦¬£� a(1; 0; 1) + b(0; 1;�1) + c(2; 1; 1) = (0; 0; 0), «¦ ¦§¦ ¦ � ¤�   ©¦�¬¤�£¦£� a + 2c = 0+ b + c = 0a � b + c = 0�¦ «�¢�¬«� ¦ ©¬©«�£� � ¤�   ©¦�¬¤�£¦ £� «¦ �¡¦¢¦¬�¦:a + 2c = 0a � b + c = 0 (1.6)�£àª, «¦ ©¬©«�£� (1:6) �®�  �§� ¨�ª ¢¬©� ª. � � §�¨��� �£�, a = �2, b = �1,¡�  c = 1 � ¤�  £ � ¢¬©� «¦¬ (1:6), ¡�  �«©  «¦ A � ¤�  �E.��¨��� �£� 9 � ¤�  «¦ A = f(1; 2); (0; 1)g�A?�«� §�¨ §«à©� �¬«� �®¦¬£� ¦«  �¤ a(1; 2) + b(0; 1) = (0; 0), «¦«�a + = 02a + b = 0«¦¬ ¦§¦ ¦¬ � ¢¬©� � ¤�  a = 0, ¡�  b = 0. �«©  ¢¦ §¦¤ «¦ A � ¤�  �A.�­¦� �©£�¤¦  £� �¬«� «� �¨��¢� �, � £�©«� «à¨� ©� ��©� ¤� §¨¦®à¨�©¦¬£�©� �¬¦ ��© ¡�ª �¤¤¦ �ª ¦  ¦§¦ �ª �­¦¨¦¬¤ ¬§¦®à¨¦¬ª.



�������� ��������� �������� 9��©� ¡�  � �©«�©��¨ ©£¦ª 1.1.6 �©«à V �¤�ª ¬§¦®à¨¦ª «¦¬ Rn. �¤� ¬§¦©¬¤¦¢¦ B «¦¬ V ��¡�¢� «�  ��©� «¦¬ V ��¤¤:1. �¦ B � ¤�  �A, ¡� 2. �¦ B §�¨���  «¦¤ V , ��¢���, V = S(B).�«©  ¢¦ §¦¤ � �¤¤¦ � «�ª ��©�ª �¨®�«�  ¤� �§�¤«�©�  ©«¦ �¨à«�£� §¦¬ �«���©«� �¨®� «�ª §¨¦��¦¬£�¤�ª §�¨��¨�­¦¬. � � ��©� �¤¦ª ¬§¦®à¨¦¬ V � ¤�  �¤�©¬¤¦¢¦, \�¨¡�«� £���¢¦" à©«� ¤� §�¨���  «¦¤ V , �¢¢� \�¨¡�«� £ ¡¨¦" ¤� � ¤� �A.�ª �¦¬£� £�¨ ¡� §�¨��� �£�«� ��©�à¤:��¨��� �£� 10 I: �¤ B = f(1; 0); (0; 1)g, «¦«� «¦ B � ¤�  ��©� «¦¬ R2.�®¦¬£� ¦«  «¦B � ¤�  (§¨¦­�¤àª) �A, £� ¡�«�¬�� �¤ �­�¨£¦�� «¦¬ ¦¨ ©£¦¬.�¥�¢¢¦¬, �¤ (x; y) 2 R2, «¦«� (x; y) = x(1; 0) + y(0; 1), ¡�  �¨� «¦ B §�¨��� «¦¤ R2. � ��©� �¬«� ¢���«�  ¡�  ¡�¤¦¤ ¡� ��©� «¦¬ R2.II: � ¦ ��¤ ¡�, �¤ B = fe1; e2; � � � ; eng, «¦«� «¦ B � ¤�  � ¡�¤¦¤ ¡� ��©� «¦¬Rn.��¨��� �£� 11 � ¤�  «¦ A = f(1; 2); (3; 5)g ��©� «¦¬ R2?� � ¤� �§�¤«�©¦¬£� ©«� §�¨�§�¤à �¨à«�©�, �� §¨�§�  ¤� �� ¥¦¬£� ¦«  «¦A � ¤� �A ¡�  ¦«  �§ ©�ª §�¨���  «¦¤ R2. �®¦¬£� ¢¦ §¦¤ ¦«  �¤ a(1; 2) + b(3; 5) =(0; 0) =) a + 3b = 0, ¡�  2a + 5b = 0. � ¢¬©� �¬«à¤ «à¤ «�¬«¦®¨¦¤à¤�¥ ©à©�à¤ � ¤�  � a = b = 0, ¡�  �¨� «¦ A � ¤�  �A.�§¦ «�¤ �¢¢� £�¨ �, �©«à u = (x; y) �¤� «¬®� ¦ � �¤¬©£� «¦¬ R2. �§¦¨� «¦ (x; y) ¤� �¨�­�  ©�¤ �¤�ª �¨�££ ¡¦ª ©¬¤�¬�©£¦ª «à¤ ©«¦ ®� à¤ «¦¬ A?�®¦¬£� ¢¦ §¦¤, (x; y) = a(1; 2) + b(3; 5), «¦ ¦§¦ ¦ � ¤�   ©¦�¬¤�£¦ £� «¦a + 3b = x2a + 5b = y�§¦ «¦ ¦§¦ ¦ §� ¨¤¦¬£� ¦«  a = �5x + 3y ¡�  b = 2x � y. �«©  ¢¦ §¦¤, «¦ A� ¤�  ��©� «¦¬ R2.��¨��� �£� 12 �©«à R3 � V = f(x; y; z) j 2x� y + z = 0g. �� �¨���  £ ���©� «¦¬ V .



10 ����� ���������¬©�: �¦©¦¬ª ���£¦¬ª �¢�¬��¨ �ª (�§ ¢¦��ª) �®¦¬£� � � «� x; y; z ©«�¤ �¥ -©à©� 2x � y + z = 0? �¢�§¦¬£� ¦« , � � §�¨��� �£�, £§¦¨¦¬£� �¢�¬��¨� ¤��§ ¢�¥¦¬£� «� x; y ¡�  «¦«� «¦ z �¥�¨«�«�  �§¦ «� x; y �§¦ «�¤ z = y�2x. �¬¤�-§àª, �®¦¬£� 2 ���£¦¬ª �¢�¬��¨ �ª, ¡�  �¤ ��©¦¬£� x = t; y = s, ¡�  z = s� 2t,�®¦¬£�(x; y; z) = (t; s; s� 2t) = (t; 0;�2t) + (0; s; s) = t(1; 0;�2) + s(0; 1; 1) (1.7)��«¦¤«�ª B = f(1; 0;�2); (1; 1; 1)g, §�¨�«�¨¦¬£� ¦«  � (1.7) £�ª ¢��  ¦«  V =S(B). �©®¬¨ �¦£�©«� �§ ©�ª ¦«  «¦B � ¤�  ��, � ¦«  �¤ a(1; 0;�2)+b(0; 1; 1) =(0; 0; 0) =) a = b = 0. ���¤, «¦ B � ¤�  £ � ��©� «¦¬ V .�� «¦  � ¦ ©¡�§« ¡¦, �¤ ��©¦¬£� x = t; z = s, �¢�§¦¬£� ¦« (x; y; z) = (t; 2t+s; s) = t(1; 2; 0)+s(0; 1; 1), ¡�  ©¬¤�§àª «¦A = f(1; 2; 0); (0; 1; 1)g� ¤�  �§ ©�ª £ � ��©� «¦¬ V . �ª §�¨�«�¨�©¦¬£� ��à ¦« , jBj = jAj =2.��¨��� �£� 13 �©«à W = f(x; y; z) jx � y + z = 0 ¡�  x + 2y � z = 0g.� ¤�  �¤à©«¦¤ ¦«  ¦ W � ¤�  ¬§¦®à¨¦ª «¦¬ R3. �ª �¨¦¬£� £ � ��©� �¬«¦¬«¦¬ ¬§¦®à¨¦¬.�¬©�: �¦©¦¬ª ���£¦¬ª �¢�¬��¨ �ª �®¦¬£� ©«� §¨¦¡� £�¤� §�¨ §«à©�? ��¤£§¦¨¦¬£� ¤� �®¦¬£� �¬¦, � ¦«  �¤ §.®. ��©¦¬£� x = t ¡�  z = s, «¦«� �� �®¦¬£��¤« ­�©�. �ª ��©¦¬£� ¢¦ §¦¤ x = t. �¦«� �®¦¬£�:�y + z = �t2y � z = �t ã y = �2t�y +z = �t ã y = �2tz = �3t�«©  ¢¦ §¦¤ «¦ \«¬®� ¦" (x; y; z) «¦ ¦§¦ ¦ �¤�¡�  ©«¦¤ W �� �¨�­�«�  ©�¤(x; y; z) = (t;�2t;�3t) = t(1;�2;�3), ¡�  ©¬¤�§àª � ¤�  ­�¤�¨¦ ¦«  «¦ B =f(1;�2;�3)g � ¤�  £ � ��©� «¦¬ W .�¦ §�¨�¡�«à ��à¨�£� � ¤�  �¤� �§¦ «� §¨à«�¨® ¡� «�ª �¨�££ ¡�ª �¢��-�¨�ª, ¡�  «¦ §�¨���«¦¬£� ®à¨ ª �§¦�� ¥�.��à¨�£� 1.1.2 �©«à V �¤�ª ¬§¦®à¨¦ª «¦¬ Rn ¡�  �©«à B; A �¬¦ ��©� ª«¦¬ V . �¦«� jBj = jAj.�� ��©� «¦ ��à¨�£� 1.1.2, £§¦¨¦¬£� ¤� � �«¬§à©¦¬£� «¦¤ ¡�«à�  ¦¨ ©£¦:�¨ ©£¦ª 1.1.7 �©«à V ¬§¦®à¨¦ª «¦¬ Rn ¡�  B £ � ��©� «¦¬ V . �¦«�,¦¨ �¦¬£� ©�¤ «� � �©«�©� «¦¬ V , dim (V ) = jBj.�  � ¤�  ¢¦ §¦¤ £ � ��©� �¤¦ª ¬§¦®à¨¦¬ V «¦¬ Rn? � ¢à¤«�ª ®¦¤«¨ ¡� ��£§¦¨¦¬©�£� ¤� §¦¬£� ¦« , £ � ��©� � ¤�  «¦ \£���¢¬«�¨¦" �¬¤�«¦ �� ¬§¦©¬-¤¦¢¦ «¦¬ V («¦ ¦§¦ ¦, �¤��¡�©« ¡�, §�¨���  «¦¤ V ), ã «¦ \£ ¡¨¦«�¨¦" �¬¤�«¦¬§¦©¬¤¦¢¦ §¦¬ §�¨���  «¦¤ V («¦ ¦§¦ ¦ � ¤�  �¤��¡�©« ¡� ��).��¢� à¤¦¬£� �¬«� «� §�¨��¨�­¦ £� £ � ��© ¡� §¨¦«�©� � ¦§¦ � � ¤�  �§¦¨-¨¦ � «à¤ ��© ¡à¤  � ¦«�«à¤ £ �ª ��©�ª, ¡�  «�ª ¦§¦ �ª «�¤ �§¦�� ¥� �­�¤¦¬£�©� ©�ª.



�������� ��������� �������� 11�¨¦«�©� 1.1.1 �©«à B = fv1; v2; � � � ; vkg £ � ��©� «¦¬ V � Rn ¡�  �©«àu 2 V . �¦«� ¬§�¨®¦¬¤ £¦¤�� ¡� ¢1; ¢2; � � � ; ¢k 2 R, �«©  à©«�:u = ¢1v1 + ¢2v2 + � � �+ ¢kvk� �¤¤¦ � «�ª �¨�££ ¡�ª �§� ¡¦¤ ©�ª�¨ ©£¦ª 1.1.8 �©«à V � Rn, W � Rm ¬§¦®à¨¦ . � � ©¬¤�¨«�©� f : V !W �� ¡�¢� «�  £ � �¨�££ ¡� �§� ¡¦¤ ©� ã �¨�££ ¡¦ª £�«�©®�£�« ©£¦ª�¤ � � ¡��� u; v 2 V , ¡�  ¢ 2 R:1. f(u+v)=f(u)+f(v), ¡� 2. f(¢u)=¢f(u)��¢���, �¤ � f � �«�¨�  « ª §¨�¥� ª + ¡�  � «¦¬ V .��¨��� �£� 14 1. f : R3 ! R1; f(x; y; z) = 2x � y + z2. T : R4 ! R2; T (x; y; z; w) = (2x+ 3y � z;w + y + 3x)3. g : R3 ! R2; g(x; y; z) = (x� y + z; x+ 2y � z)4. h : R5 ! R6; h(x; y; z; w; v) = (x2; y + z; z � w; v + x; 2v; 3y)�«¦ §�¨�§�¤à §�¨��� �£�, ¦  1; 2, ¡�  3 � ¤�  �¨�££ ¡�ª �§� ¡¦¤ ©� ª, �¢¢� �4 ��¤ � ¤�  (� �« ?).�¬¦ �¤¤¦ �ª ©«�¤� ©¬¤����£�¤�ª £� «�¤ �¤¤¦ � «�ª �¨�££ ¡�ª �§� ¡¦¤ ©�ª� ¤�  ¦ §¬¨�¤�ª ¡�  � � ¡¦¤� «�ª �§� ¡¦¤ ©�ª. � ¦ ©¬�¡�¡¨ £�¤�, ¦¨ �¦¬£�:�¨ ©£¦ª 1.1.9 �©«à f : V ! W �¨�££ ¡� �§� ¡¦¤ ©�. �¦«� ¦¨ �¦¬£�:1. �¦¤ §¬¨�¤� (Ker f),©�¤ Ker f = fu 2 V j f(u) = ~0g, ¡� 2. ��¤ � ¡¦¤� (Im f), ©�¤ Im f = ff(u);8u 2 V g�� ©¬¤¦¢� «� ¦§¦ � ¦¨ ©«�¡�¤ §�¨�§�¤à �®¦¬¤ £ � �£�©� ©®�©� £� «�¤ �¤¤¦ �«¦¬ ¬§¦®à¨¦¬: � ¤�  «�  � � ¬§¦®à¨¦ ! �®¦¬£� ¢¦ §¦¤,��à¨�£� 1.1.3 �©«à f : V ! W £ � �¨�££ ¡� ©¬¤�¨«�©�. �¦«�1. O (Kerf) � ¤�  ¬§¦®à¨¦ª «¦¬ V2. H (Imf) � ¤�  ¬§¦®à¨¦ª «¦¬ W , ¡�  �§ §¢�¦¤3. dimKer f + dimImf = dim V .



12 ����� ���������§¦�� ¥�: 1. �©«à u; v 2 Ker f . �¦«�, f(u+v) = f(u)+f(v) = ~0+~0 = ~0, ¡� �¤ ¢ 2 R, f(¢u) = ¢f(u) = ¢~0 = ~0, ¡�  ©¬¤�§àª ¦ Ker f � ¤�  ¬§¦®à¨¦ª «¦¬ V .2. � �§¦�� ¥� �¬«� � ¤�  §�¨¦£¦ � £� �¬«� «¦¬ 1.3. � � ¤� �§¦�� ¥¦¬£� �¬«� «� ©®�©� �ª ��à¨�©¦¬£� £ � ��©� «¦¬ §¬-¨�¤� «�ª f , A = fv1; v2; � � � ; vkg, ��¢��� dim Kerf = k. �«� ©¬¤�®� �, �§�-¡«� ¤¦¬£� �¬«� «� ��©� ©� £ � ��©� ¦¢¦¡¢�¨¦¬ «¦¬ ®à¨¦¬ V , ��¢���, §¨¦-©��«¦¬£� � �¤¬©£�«� w1; w2; � � � ; wr ©«�¤ ��©� A, ¡�  §� ¨¤¦¬£� «�¤ ��©�B = A [ fw1; � � � ; wrg «¦¬ ®à¨¦¬ V . �©«à «à¨� K = ff(w1); � � � ; f(wr)g.�� �� ¥¦¬£� ¦«  «¦ � � ¤�  £ � ��©� «�ª � ¡¦¤�ª «�ª f . ��«' �¨®�, «¦ � � ¤� ��, � ¦«  �¤ ¢1f(w1) + � � � + ¢rf(wr) = ~0«¦«� f(¢1w1) + � � �+ f(¢rwr) = f(¢1w1 + � � � + ¢rwr) = ~0�§¦ «�¤ ¦§¦ � �§�«�  ¦«  «¦ � �¤¬©£� ¢1w1+ � � �+ ¢rwr �� �¤�¡�  ©«¦¤ §¬¨�¤�.�¦ «�¢�¬«� ¦, ¦£àª, ©¬¤�§���  ¦«  �¬«¦ «¦ � �¤¬©£� �� §¨�§�  ¤� � ¤�  «¦£���¤ ¡¦ (� �« ?), ¡�  �«©  ¢¦�à «¦¬ ¦«  «� w1; � � � ; wr � ¤�  ��, �� §¨�§�  ¦¢¦ ¦  ¢ ©¬¤«�¢�©«�ª ¤� � ¤�  £���¤, ��¢��� «¦ � � ¤�  ��. �§¦ «�¤ �¢¢� £�¨ �,«¦ � §�¨���  «�¤ � ¡¦¤� «�ª f . � � ¤� �¦¬£� �¬«¦, ��à¨¦¬£� �¤� \«¬®� ¦"©«¦ ®� ¦ f(u) «�ª Imf . �¦«� £§¦¨¦¬£� ¤� �¨�¯¦¬£�u = a1v1 + � � �+ akvk + b1w1 + � � �+ brwr�§¦ «¦ ���¦¤¦ª ¦«  «¦ B � ¤�  £ � ��©� «¦¬ V . �­�¨£¦�¦¤«�ª «�¤ f ©«�¤§�¨�§�¤à  ©¦«�«�, ¡�  �®¦¤«�ª ¬§¦¯� ¦«  «¦ ©¬¤¦¢¦ A � ¤�  £ � ��©� «¦¬§¬¨�¤� «�ª f , §� ¨¤¦¬£�f(u) = b1f(w1) + � � �+ brf(wr)«¦ ¦§¦ ¦ £�ª ¢��  ¦«  «¦ � §¨��£�«  §�¨���  «�¤ � ¡¦¤� «�ª f .� � �¢¢� �¤�� ¥� «�ª \� � ¡�ª" ­¬©�ª £ �ª �¨�££ ¡�ª �§� ¡¦¤ ©�ª � ¤�  ¡� � �¡¦¢¦¬�� §�¨�«�¨�©�:��¨�«�¨�©� 1.1.3 �©«à f : V ! W �¨�££ ¡� �§� ¡¦¤ ©�. �¦«� \¥�¨¦¬£�"¦¢�ª « ª « £�ª «�ª f ��¤¤ ¥�¨¦¬£� « ª « £�ª «�ª ©� ¡�§¦ � ��©� «¦¬ V .�§¦�� ¥�: �©«à B = fv1; � � � ; vkg £ � ��©� «¦¬ V ¡�  �©«à u 2 V . �¦«�¬§�¨®¦¬¤ £¦¤�� ¡� (�¨¦«�©� 1.1.1) a1; � � � ; ak 2 R, �«©  à©«�u = a1v1 + � � �+ akvk¡�  ©¬¤�§àª f(u) = kXj=1 ajf(vj):



�������� ��������� �������� 13�������� 1.11 (a) �©«à V = f(x; y; z; w) j 2x� y + 5z = 0&2y � 3z + 4w = 0g. �� �� ®«�  ¦«  ¦ V� ¤�  ¬§¦®à¨¦ª «¦¬ R4.(b) �©«à W = f(x; y; z) j z � 0g. � ¤�  ¦ W ¬§¦®à¨¦ª «¦¬ R3 (¡�  � �« )?2 �©«à B = f(1; 0; 1); (1; 2;�3); (3; 2;�1)g.(a) �©«à u = (1;�4; 9), ¡�  v = (0; 3;�5). �¥�«�©�«� �¤ «� u; v � ¤�  �¨�££ ¡¦ª©¬¤�¬�©£¦ª «à¤ ©«¦ ®� à¤ «¦¬ �.(b) �¨� «� «�¤  ¡�¤� ¡�  �¤��¡� � ©¬¤��¡� �«©  à©«� «¦ � �¤¬©£� (x; y; z) ¤� �¤�¡� ©«¦¤ ¬§¦®à¨¦ S(B).3 (a) �� �¨���  £ � ��©� ¡�  � � �©«�©� «¦¬ ¬§¦®à¨¦¬ V «�ª �©¡�©�ª 1.(b) �� �¨���  £ � ��©� ¡�  � � �©«�©� «¦¬ ¬§¦®à¨¦¬ S(B) «�ª �©¡�©�ª 2.4 �«¦ ®à¨¦ Rn � ¤¦¤«�  k �¨�££ ¡� �¤�¥�¨«�«� � �¤¬©£�«�, £� k < n. �� �� ®«�  ¦« ¬§�¨®�  ��©� («¦¬ Rn) � ¦§¦ � §�¨ �®�  «� �¦��¤«� �� � �¤¬©£�«�.5 �©«à � �¨�££ ¡� �§� ¡¦¤ ©� T : R3 ! R2, £�T (x; y; z) = (x � y + z; x + 2y � z). �¨� «� £ � ��©� «¦¬ §¬¨�¤� Ker�, ¡�  £ � ��©�«�ª � ¡¦¤�ª Imf «�ª �.6 �� �¨���  � � �©«�©� «¦¬ §¬¨�¤� ¡�  «�ª � ¡¦¤�ª � � « ª �§� ¡¦¤ ©� ª 1, 2, ¡�  3 «¦¬��¨��� �£�«¦ª 14.7 �� �¨���  £ � �¨�££ ¡� �§� ¡¦¤ ©� f : R3 ! R2 � ¦§¦ � §¢�¨�  « ª �¥�ª ©¬¤��¡�ª:I. f(1; 0; 1) = (2; 1)II. f(0; 1; 2) = (1; 3)III. f(0; 3; 5) = (0; 1)�§¦�� ¥�: ��¨�«�¨�©� 1.1.31.2 �������� � �¢¢� �¤¤¦ � ©«�¤� ©¬¤����£�¤� £� �¬«� «�ª �¨�££ ¡�ª �§� ¡¦¤ ©�ª, � ¤� � �¤¤¦ � «¦¬ § ¤�¡�. �«� §�¨��¨�­¦ �¬«� �� �¦¬£� £�¨ ¡�ª ��© ¡�ª  � ¦«�«�ª«à¤ § ¤�¡à¤, àª �§ ©�ª ¡�  «� \©¬¤��©�" �¬«à¤ £� « ª �¨�££ ¡�ª �§� ¡¦¤ ©� ª.��¡ ¤�£� £� «¦¤ ¦¨ ©£¦ �¤¦ª § ¤�¡�:�¨ ©£¦ª 1.2.1 �¤�ª (§¨��£�« ¡¦ª) § ¤�¡�ª m � n, � � ¤�  £ � ¦¨�¦�à¤ �� �«�¥� �¨ �£à¤ �§¦«�¢¦¬£�¤à¤ �§¦ m �¨�££�ª ¡�  n ©«�¢�ª,A = 26666664 a11 a12 � � � a1na21 a22 � � � a2n: : : : : : : : : : : : : : : : : : :am1 am2 � � � amn 37777775



14 ����� ��������� § ¤�¡�ª � ©¬£�¦¢ ��«�  �§ ©�ª ©�¤ A = [aij], £� 1 � i � m, ¡�  1 � j � n.��¨��� �£� 15 � A = " �2 3 01 4 7 #, � ¤�  �¤�ª 2� 3 § ¤�¡�ª.�©«à � �¤�ª m�n § ¤�¡�ª. �¬«¦ª �� ¡�¢� «�  «�«¨��à¤ ¡¦ª, ��¤¤ m = n,��¢���, ¦ �¨ �£¦ª «à¤ �¨�££à¤ «¦¬ � ¤�   ©¦ª £� «¦¤ �¨ �£¦ «à¤ ©«�¢à¤ «¦¬.� ¡¬¨ � � ��à¤ ¦ª �¤¦ª «�«¨��à¤ ¡¦¬ n � n § ¤�¡� A = [aij] � ¤�  � \¤¦�«�"�¨�££� � ¦§¦ � �¡«� ¤�«�  �§¦ \�¦¨� ¦�¬« ¡�" §¨¦ª \¤¦« ¦�¤�«¦¢ ¡�", ¡�  �¦§¦ � §�¨ �®�  «� ©«¦ ®� � a11; a22; � � � ; ann.�  § ¤�¡�ª In n� n, ¡�  0; (m� n),In = 26666664 1 0 0 � � � 00 1 0 � � � 0: : : : : : : : : : : : : :0 0 0 � � � 1 37777775 0 = 26666664 0 0 0 � � � 00 0 0 � � � 0: : : : : : : : : : : : : :0 0 0 � � � 0 37777775¡�¢¦¬¤«�  «�¬«¦« ¡¦ª, ¡�  £���¤ ¡¦ª, �¤« ©«¦ ®�. ��¨�«�¨�©«� ¦« , �¤�ª «�¬-«¦« ¡¦ª § ¤�¡�ª � ¤�  §�¤«� «�«¨��à¤ ¡¦ª, �¤à �¤�ª £���¤ ¡¦ª ��¤ � ¤�  �¤�-�¡� ¦ ¤� � ¤�  «�«¨��à¤ ¡¦ª.�¦ ©¬¤¦¢¦ «à¤ m � n § ¤�¡à¤ �� ©¬£�¦¢ ��«�  £� Mmn, �¤à «¦ ©¬¤¦¢¦«à¤ n � n § ¤�¡à¤ �� ©¬£�¦¢ ��«�  �§¢� £� Mn. �«¦ ©¬¤¦¢¦ Mmn £§¦¨¦¬£�¤� ¦¨ ©¦¬£� « ª ©¬¤��� ª §¨�¥� ª «�ª §¨¦©��©�ª ¡�  «¦¬ �¨ �£�« ¡¦¬ §¦¢¢�§¢�-© �©£¦¬ ©�¤ �¡¦¢¦¬��:�©«à § ¤�¡�ª A = [aij]; B = [bij] 2Mmn, ¡�  ¢ 2 R. �¦«�, ¦¨ �¦¬£�A+B = C = [cij] = [aij + bij] ¡�  ¢� = D = [dij ] = [¢aij]�§¦¨¦¬£� �§ ©�ª ¤� \§¦¢¢�§¢�© �©¦¬£�" § ¤�¡�ª ¡�«à �§¦ ¦¨ ©£�¤�ª ©¬¤-��¡�ª. �� �¨® ©¦¬£� £� «¦¤ § ¦ ��© ¡¦ §¦¢¢�§¢�© �©£¦, «¦¤ ¦§¦ ¦¤ �� �§�¡«� -¤¦¬£� ¢ �¦ §�¨�¡�«à. �©«à ¢¦ §¦¤ § ¤�¡�ªA = [aij];m�n, ¡� X = [xj]; n�1.�¦«� ¦¨ �¦¬£� �¤�¤ ¤�¦ § ¤�¡� C = AX ©�¤ �¡¦¢¦¬��:AX = 26666664 a11 a12 � � � a1na21 a22 � � � a2n: : : : : : : : : : : : : : : : : : :am1 am2 � � � amn 37777775 26666664 x1x2...xn 37777775 = 26666666664 nXj=1 a1jxj...nXj=1 amjxj 37777777775 (1.8)�«�¤ §�¨�§�¤à ©®�©� §�¨�«�¨¦¬£� ¦« 1. � � ¤� � ¤�  �­ ¡«¦ª ¦ §¦¢¢�§¢�© �©£¦ª «à¤ � ¡�  X, ¦ �¨ �£¦ª «à¤©«�¢à¤ «¦¬ � �� §¨�§�  ¤� � ¤�   ©¦ª £� «¦¤ �¨ �£¦ «à¤ �¨�££à¤ «¦¬ �



�������� ��������� �������� 152. ¦ § ¤�¡�ª � ¤¦£�¤¦ � ¤�  m� 1, ¡� 3. «� ©«¦ ®� � «¦¬ �� � ¤�  «� ��¨¦ ©£�«� «à¤ � ¤¦£�¤à¤ «à¤ ©«¦ ®� à¤«à¤ �¨�££à¤ «¦¬ � £� «� ©«¦ ®� � «�ª ©«�¢�ª «¦¬ � .�§¦¨¦¬£� ¤� ��¤ ¡�¬©¦¬£� «¦¤ §�¨�§�¤à §¦¢¢�§¢�© �©£¦ £�«�¥¬ \��¤ ¡à¤"§ ¤�¡à¤, £� «�¤ §¨¦¬§¦��©�, ���� �, ¦«  ��  ¡�¤¦§¦ � «�  � ©¬¤��¡� (1). �«© �®¦¬£� AB = 26666664 a11 a12 � � � a1na21 a22 � � � a2n: : : : : : : : : : : : : : : : : : :am1 am2 � � � amn 37777775| {z }m�n 26666664 b11 b12 � � � b1kb21 b22 � � � b2k: : : : : : : : : : : : : : : : :bn1 bn2 � � � bnk 37777775| {z }n�k= 26666666664 nXj=1 a1jbj1 nXj=1 a1jbj2 � � � nXj=1 a1jbjk... ... ... ...nXj=1 amjbj1 nXj=1 amjbj2 � � � nXj=1 amjbjk 37777777775| {z }m�k��à �¤�­�¨¦¬£� ©¬¤¦§« ¡� £�¨ ¡� �§¢�, �¢¢� ®¨�© £�, ©�£� � §¦¢¢�§¢�© �-©£¦¬ § ¤�¡à¤.1. ��¤ bj � ¤�  � j ©«�¢� (column) «¦¬ § ¤�¡� �, «¦«� � j ©«�¢� «¦¬ � ¤¦-£�¤¦¬ �� � ¤�   ©� £� Abj,2. ��¤ ai � ¤�  � i �¨�££� (row) «¦¬ �, «¦«� � i �¨�££� «¦¬ �� � ¤�   ©�£� aiB.�«©  ¢¦ §¦¤ ©«¦ � ¤¦£�¤¦ �B, §¦¢¢�§¢�© �©£¦ª �§¦ �¨ ©«�¨� £� � §¦¢¢�§¢�-© ���  « ª ©«�¢�ª «¦¬ �, �¤à §¦¢¢�§¢�© �©£¦ª �§¦ ��¥ � £� � §¦¢¢�§¢�© ��� « ª �¨�££�ª «¦¬ �.1. ��¤ A 2Mm;n(R) ¡�  x 2 Rn, «¦«� «¦ Ax � ¤�  �¤�ª �¨�££ ¡¦ª ©¬¤�¬�-©£¦ª «à¤ ©«�¢à¤ «¦¬ � (¦  ©¬¤«�«��£�¤�ª (coordinates) «¦¬ x � ¤�  ¦ ©¬¤«�¢�©«�ª).2. ��¤ A 2Mm;n(R) ¡�  y 2 Rm, «¦«� «¦ ytA � ¤�  �¤�ª �¨�££ ¡¦ª ©¬¤�¬�-©£¦ª «à¤ �¨�££à¤ «¦¬ � (¦  ©¬¤«�«��£�¤�ª «¦¬ y � ¤�  ¦  ©¬¤«�¢�©«�ª).�§¦ �à ¡�  ©«¦ �¥�ª, � � ¢¦�¦¬ª ®à¨¦¬, �� ��à¨¦¬£� �¤� n � �¤¬©£�\�¨�££�" ¡�  �¤� n � �¤¬©£� \©«�¢�" ©�¤ ©«¦ ®� � «¦¬ ®à¨¦¬ Rn.



16 ����� ���������©«à «à¨� �¨�££ ¡� ©¬¤�¨«�©� T : Rn ! Rm ¡�  ¬§¦«��� ©«à ¦«  Bn =fe1; e2; � � � ; eng ¡�  Bm = fe1; � � � ; emg � ¤�  ¦  ¡�¤¦¤ ¡�ª ��©� ª «à¤ Rn ¡� Rm, �¤« ©«¦ ®�. �§ ©�ª �©«àT (ej) = 266664 a1ja2j...amj 377775 ¡�  AT = [aij] = [T (e1) T (e2) � � � T (en)] (1.9)�¦«� �®¦¬£� «�¤ �¡¦¢¦¬�� ��£�¢ à�� §�¨�«�¨�©�:��¨�«�¨�©� 1.2.1 T (x) = ATx, ¦§¦¬ x 2 Rn.�§¦�� ¥�: �©«à x 2 Rn �¤� � �¤¬©£� ©«�¢�. �¦«�T (x) = nXj=1 xjT (ej) = 2666666664 nXj=1 a1jxj...nXj=1 amjxj 3777777775 = Ax� § ¤�¡�ª �� (¦ ¦§¦ ¦ª � ¤�  m� n) ¡�¢� «�  ¦ ¡�¤¦¤ ¡¦ª ã ­¬© ¦¢¦� ¡¦ª§ ¤�¡�ª «�ª �. �¤« ©«¨¦­�, ®¨�© £¦§¦ à¤«�ª «�¤ (1.2), ��¤ £�ª � ¤�«�  �¤�ªm � n § ¤�¡�ª � £§¦¨¦¬£� ¤� ¡�«�©¡�¬�©¦¬£� £ � �¨�££ ¡� �§� ¡¦¤ ©� T :Rn ! Rm ¡�  � ¦§¦ �, ���� �, �®�  «�¤  � ¦«�«� ¦«  ¦ ¡�¤¦¤ ¡¦ª «�ª § ¤�¡�ª� ¤�   ©¦ª £� «¦¤ �, ��¢���, A = AT . �¦ «�¢�¬«� ¦ £�ª � ¤�  «�¤ �¬®�¨� � ¤�¦¨ ©¦¬£� £ � �¤�{§¨¦ª{�¤� ¡�  �§  ©¬¤�¨«�©� �§¦ «¦ ©¬¤¦¢¦ Fnm = ff : Rn !Rm j f �¨�££ ¡�g ©«¦ ©¬¤¦¢¦ Mmn «à¤ m� n § ¤�¡à¤ ©�¤ �¡¦¢¦¬��:F : Fnm !Mmn; £� F(T ) = AT�§¦ «�¤ §�¨�§�¤à ©¬��«�©�, ­� ¤�«�  �¬¡¦¢� ¦«  � F � ¤�  �¤�ª \ ©¦£¦¨-­ ©£¦ª" ¡�  ©�¤ �§¦¨¨¦ � �¬«¦¬ §� ¨¤¦¬£� ¦«  \¬§�¨®¦¬¤ «¦©¦  m�n § ¤�¡�ª¦©�ª ¡�  ¦  �¨�££ ¡�ª ©¬¤�¨«�©� ª �§¦ «¦¤ Rn ©«¦¤ Rm."��¨��� �£� 16 �©«à g : R3 ! R2; g(x; y; z) = (x � y + z; x + 2y � z).�¦«� g(1; 0; 0) = (1; 1); g(0; 1; 0) = (�1; 2) ¡�  g(0; 0; 1) = (1;�1), ¡�  �«©  ¦AT = " 1 �1 11 2 �1 #.�§�¢���¬¦¬£� ¦« g 264 xyz 375 = " x� y + zx+ 2y � z # = " 1 �1 11 2 �1 # 264 xyz 375 = A 264 xyz 375



�������� ��������� �������� 17�®¦¤«�ª ¬§¦¯� «� §�¨�§�¤à, � £�©«� «à¨� ©� ��©� ¤� \¨ ¥¦¬£� ­àª" ©«�©®�©� £�«�¥¬ «¦¬ §¬¨�¤� Kerf , ¡�  «�ª � ¡¦¤�ª Imf £ �ª �¨�££ ¡�ª �§� ¡¦¤ -©�ª f : Rn ! Rm, ©¬¤�¨«�©�  «¦¬ ¡�¤¦¤ ¡¦¬ «�ª § ¤�¡� �f . �¤ S1; S2; � � � ; Sn� ¤�  ¦  ©«�¢�ª � �¤¬©£�«� «¦¬ �f «¦«� �¬«� �� §�¨��¦¬¤ (§¨¦­�¤àª) «�¤ Imf .��¢���, � � ¤� �¨¦¬£� £ � ��©� «�ª � ¡¦¤�ª, �� � �¢�¥¦¬£� «¦¤ £�� ©«¦ �¨ �£¦«à¤ �¨�££ ¡� �¤�¥�¨«�«à¤ � �¤¬©£�«à¤ �§¦ «� S1; � � � ; Sn. �¬«¦ª ¦ �¨ �£¦ª�� � ¤� , ���� �, � � �©«�©� «�ª Imf . �§¦ «�¤ �¢¢� £�¨ �, §àª �� �¨ ©¡¦¬£�£ � ��©� � � «¦¤ §¬¨�¤� Kerf «�ª f? �� �¬«¦ � ¤�  «à¨� £ � �¬¡¦¢� ¬§¦��©��§¦ «¦ ���¦¤¦ª ¦«  \«¦ x 2 Kerf" ��¤¤ f(x) = ~0 ¡�  «¦ ¦§¦ ¦ � ¤�   ©¦�¬¤�£¦£� «¦ Ax = ~0. �¦ «�¢�¬«� ¦ ��¤ � ¤�  §�¨� �¤� \¦£¦��¤�ª" �¨�££ ¡¦ ©¬©«�£�,¦£¦ ¦ £� �¬«� §¦¬ �®¦¬£� ��� ��  ©«�¤ §¨¦��¦¬£�¤� §�¨��¨�­¦, ¡�  §¦¬ ���¦¬£� ©«�¤ �§¦£�¤� §�¨��¨�­¦ �§ ©�ª, ¦«�¤ �� ©¬��«�©¦¬£� �§ §¢�¦¤ � � «��¨�££ ¡� ©¬©«�£�«� £� ¢�§«¦£�¨� �.�«� ©¬¤�®� �, �� ©®�« ©¦¬£� «�¤ ©¬¤��©� �¨�££ ¡à¤ �§� ¡¦¤ ©�à¤ £� «¦¤§¦¢¢�§¢�© �©£¦ § ¤�¡à¤. � � «¦ ©¡¦§¦ �¬«¦, �ª ��à¨�©¦¬£� f : Rn ! Rm,¡�  g : Rm ! Rk �¬¦ �¨�££ ¡�ª ©¬¤�¨«�©� ª. �¦«� £§¦¨¦¬£� ¤� ¦¨ ©¦¬£� «�¤\©¬¤���" ©¬¤��«� ©¬¤�¨«�©�h = g � f : Rn ! Rk; £� h(x) = g � f(x) = g(f(x))� ¦§¦ � � ¤�  �§ ©�ª �¨�££ ¡� (� �« )? �©«à «à¨� Af = [aij]; Ag = [bjr], ¡� Ah = [crj] ¦  ¡�¤¦¤ ¡¦  § ¤�¡�ª «à¤ f; g ¡�  h , «à¤ ¦§¦ à¤ ¦  � �©«�©� ª � ¤� m� n; k �m, ¡�  k � n, �¤« ©«¦ ®�. �©«à �¤� ©«���¨¦ j; 1 � j � n. �¦«�[crj] = h(ej) = g(f(ej)) = Ag 266664 a1ja2j...amj 377775 = 266666664 mXi=1 b1iaij...mXi=1 bkiaij 377777775��¢���, crj = mXi=1 briaij, ã Ah = Ag � Af# # #k � n k �m m� n (1.10)�«©  ¢¦ §¦¤, � ©¬¤��©� �¨�££ ¡à¤ �§� ¡¦¤ ©�à¤ �¤« ©«¦ ®�  ©«¦¤ §¦¢¢�-§¢�© �©£¦ «à¤ �¤« ©«¦ ®à¤ ¡�¤¦¤ ¡à¤ «¦¬ª § ¤�¡à¤, �¢¢� £� «�¤ �¤« ©«¨¦­�� �«�¥�.



18 ����� ��������1.3 ���� ��������� ����������{�������¨ ©£¦ª 1.3.1 �©«à � �¤�ª m � n § ¤�¡�ª. � «�¥� rankA = r(A) «¦¬ �¦¨ ��«�  ©�¤ ¦ £�� ©«¦ª �¨ �£¦ª «à¤ �� ©«�¢à¤ «¦¬.�©«à «à¨� T : Rn ! Rm � �¤« ©«¦ ®� �¨�££ ¡� ©¬¤�¨«�©� «¦¬ �. �¦«�©¬£­à¤� £� «¦¤ §�¨�§�¤à ¦¨ ©£¦, � «�¥� «¦¬ � ��¤ � ¤�  « §¦«� �¢¢¦ �§¦ «�¤� �©«�©� «�ª � ¡¦¤�ª ImT , «�ª �. �¤ «à¨� f : Rn ! Rm � ¤�  £ � �¨�££ ¡�©¬¤�¨«�©�, � «�¥� «�ª f ¦¨ ��«�  ©�¤ � «�¥� «¦¬ ¡�¤¦¤ ¡¦¬ «�ª § ¤�¡� �f .� � �¢¢� �¤¤¦ � � ¦§¦ � �®�  ©®�©� £� «�¤ «�¥� � ¤�  � ¢��¦£�¤� \£���¤ -¡¦«�«�" ã nullity �¤¦ª § ¤�¡� � ¡�  � ¦§¦ � ¦¨ ��«�  ©�¤ nullA =dim KerT ,¦§¦¬ ���� �, � � � ¤�  ¦¨ ©£�¤� ©�¤ §�¨�§�¤à. � � �¤�¤ m � n § ¤�¡� �,§� ¨¤¦¬£� ¡�«�¬�� �¤ �§¦ «¦ ��à¨�£� 1.1.3 ¦« ,rank(A) + null(A) = n (1.11)��¨��� �£� 17 �©«à A = " 1 23 5 #. �¤ ¢¦ §¦¤ B = f(1; 3); (2; 5)g, §�¨�«�-¨¦¬£� ¦«  rankA =dimS(B) = 2, ¡�  nullA = 0.��¨¦¬£� ¦«  � «�¥� �¤¦ª § ¤�¡� � ¤�  ¦ £�� ©«¦ª �¨ �£¦ª «à¤ �� ©«�¢à¤«¦¬. �¢¢�, ¡�§¦ ¦ª/� �� £§¦¨¦¬©� ¤� ¨à«�©� , \«  ©¬£�� ¤�  £� «¦¤ £�� ©«¦�¨ �£¦ «à¤ �� �¨�££à¤ «¦¬ § ¤�¡�?", � ¦«  ¦ � ��¤ �®�  £¦¤¦¤ ©«�¢�ª, �®� ¡�  �¨�££�ª! � �§�¤«�©� � ¤�«�  �§¦ «¦ �§¦£�¤¦ ��à¨�£�. �£àª, §¨ ¤ � �-«¬§à©¦¬£� �¬«¦ «¦ �§¦«�¢�©£�, �� ®¨� �©«¦¬£� «¦¤ ¦¨ ©£¦ «¦¬ �¤�©«¨¦­¦¬�¤¦ª § ¤�¡� � = [aij]. O �¤�©«¨¦­¦ª ¢¦ §¦¤ «¦¬ � ¦ ¦§¦ ¦ª ©¬£�¦¢ ��«�  £���, ¦¨ ��«�  ©�¤ �� = [aji], ��¢���, ¦  �¨�££�ª «¦¬ �� � ¤�  ¦  ©«�¢�ª «¦¬ �.��à¨�£� 1.3.1 � � �¤� § ¤�¡� � �®¦¬£� rank(A) = rankAT .�«©  ¢¦ §¦¤ � «�¥� «¦¬ § ¤�¡� � ¤�  �§ ©�ª ¡�  ¦ £�� ©«¦ª �¨ �£¦ª «à¤ ���¨�££à¤ «¦¬!� �§¦£�¤� §�¨�«�¨�©� � ¤�  §¨¦­�¤�ª:��¨�«�¨�©� 1.3.1 �¤ ¦ � � ¤�  m� n, «¦«�rank(A) � minfm;ng�«¦ ��¨��� �£� 17, � �¬¨�©� «�ª «�¥�ª �«�¤ £ � §�¨� §¦¢¬ �¬¡¦¢� ¬§¦��©�.�£àª, ��¤ ¡� � � �� ¡�© � � � «�¤ �¬¨�©� «�ª «�¥�ª ��¤ � ¤�  £ � �§¢� ¬§¦��©�.�àª ¢¦ §¦¤ �� �¨ ©¡¦¬£� «�¤ «�¥� �¤¦ª § ¤�¡� �? � �§�¤«�©� ©� �¬«¦ «¦�¨à«�£� ¡� «�  ©«¦ �¡¦¢¦¬�¦:



�������� ��������� �������� 19�¨� ª �§¢�ª ¡�  ©«¦ ®� à�� ª §¨�¥� ª (elementary operations) £§¦¨¦¬¤ ¤�®¨�© £¦§¦ ��¦¬¤ à©«� ¤� «���  �¤�ª § ¤�¡�ª ©� £ � �§¢� ¡�  £¦¤�� ¡� £¦¨­� �¦§¦ � £§¦¨�  ¤� �§¦��  ®¨�© £� ©� §�¨ §«à©� ª ¦§àª � � «�¤ �¬¨�©� «�ª «�¥�ª,«� ¢¬©� �¤¦ª �¨�££ ¡¦¬ ©¬©«�£�«¦ª, «�¤ �¬¨�©� «�ª ¦¨ �¦¬©�ª, «�¤ �¬¨�©�«¦¬ �¤« ©«¨¦­¦¬, ¡.¦.¡. �¤ �§ ©«�©¦¬£� «�¤ §¨¦©¦®� £�ª ©« ª �¨�££�ª, «¦«��®¦¬£�:�¤�¢¢��� �¬¦ �¨�££à¤� �¤�¢¢��� «à¤ �¨�££à¤ i ¡�  j £§¦¨�  ¤� �§ «�¬®«�  £� §¦¢¢�§¢�© �©£¦�§¦ �¨ ©«�¨� £� «¦¤ § ¤�¡� Iij ¦§¦¬ ¦ «�¢�¬«� ¦ª §¨¦�¨®�«�  �§¦ «¦ £¦¤�� � ¦£�«� «�¤ �¤�¢¢��� «à¤ �¨�££à¤ i & j, ��¢��� �¤ ri; rj � ¤�  ¦  i; j �¨�££�ª«¦¬ � , «¦«� ri  ! rj.�¦¢¢�§¢�© �©£¦ª £ �ª �¨�££�ª �§¦ £ � ©«���¨��¬«¦ �§ «¬�®�¤�«�  £� §¦¢¢�§¢�© �©£¦ �§¦ �¨ ©«�¨� £� «¦¤ § ¤�¡� Ic ¦§¦¬¦ «�¢�¬«� ¦ª §¨¦�¨®�«�  �§¦ «¦ £¦¤�� � ¦ £�«� «¦¤ §¦¢¢�§¢�© �©£¦ «�ª i �¨�£-£�ª «¦¬ £� c.�¨¦©��©� � ¤¦£�¤¦¬ £ �ª �¨�££�ª ©� £ � �¢¢��¨¦©��©� «�ª ri �§  c ©«�¤ �¨�££� rj �§ «¬�®�¤�«�  £� §¦¢¢�§¢�© �©£¦�§¦ �¨ ©«�¨� £� «¦¤ § ¤�¡� §¦¬ §¨¦�¨®�«�  �§¦ «¦ £¦¤�� � ¦ ¦«�¤ ¡�¤¦¬£� «�¤ � � � �� ¡�© � ©� �¬«¦¤, ��¢��� §¦¢¢�§¢�© ��¦¬£� «�¤ i �¨�££� «¦¬ £� c ¡� §¨¦©��«¦¬£� «¦ �§¦«�¢�©£� ©«�¤ j �¨�££� «¦¬.�©«à «à¨� �¤�ª «�«¨��à¤ ¡¦ª n�n § ¤�¡�ª B = [aij], £� «�¥� rankB = n.�¦«� ¦ § ¤�¡�ª � ¡�¢� «�  £�  � ��à¤. �  ©¬£�� ¤�  ©«� §�¨ §«à©� �¬«�?�©¦¤ �­¦¨� «�¤ «�¥� «¦¬ �, �¬«� �� ¡¤¬�  ¦«  ¦¢�ª ¦  ©«�¢�ª «¦¬, ¡��àª�§ ©�ª ¡�  ¦  �¨�££�ª «¦¬, � ¤�  ��. �¨�, � £���¤ ¡¦«�«� «¦¬ § ¤�¡� � ¤� £���¤, �«¦  nullA = 0. � � ¤� �¦¬£� �¡¦£� £ � §¨à«�¨® ¡�  � ¦«�«� �¤¦ª £� � ��¦¤«¦ª § ¤�¡�, �ª �¤�«¨�¥¦¬£� ©«�¤ �¤« ©«¦ ®� «¦¬ �¨�££ ¡� �§� ¡¦¤ ©�.�©«à ¢¦ §¦¤ f : Rn ! Rn � �¤« ©«¦ ®� �¨�££ ¡� ©¬¤�¨«�©� «¦¬ �. �¦«� �� �©«�©� «¦¬ §¬¨�¤� «�ª f �� §¨�§�  ¤� � ¤�  £���¤ (� �« ?), ¡�  ©¬¤�§àª � f� ¤�  �¤�{�¤� ¡�  �§ . � � ¤� �¦¬£� «¦ «�¢�¬«� ¦, �©«à ¦«  f(u) = f(v). T¦«�f(u�v) = ~0 =) u�v 2 Kerf , ¡�  �«©  u�v = ~0 =) u = v, ��¢���, � f � ¤� 1{1. �§¦ «�¤ �¢¢� £�¨ �. ¢¦�à «¦¬ ¦«  � «�¥� «¦¬ � � ¤�  n, � f � ¤�  �§ ©�ª�§  (� �« ?). �¨� ¢¦ §¦¤, £§¦¨¦¬£� ¤� ¦¨ ©¦¬£� «�¤ �¤« ©«¨¦­� ©¬¤�¨«�©� f�1«�ª f ©�¤ f�1 : Rn ! Rn; £� f�1(u) = v ¦«�¤ f(v) = u� ¤�  �¬¡¦¢¦ ¤� �¦¬£� ¦«  � f�1 � ¤�  �¨�££ ¡�, ¡��àª �§ ©�ª �¤�{�¤� ¡� �§ . �©«à «¦«� A ¦ ¡�¤¦¤ ¡¦ª § ¤�¡�ª «�ª �¤« ©«¨¦­�ª �¬«�ª ©¬¤�¨«�©�ª.



20 ����� ���������¦�à «¦¬ ¦«  � ©¬¤��©� �¬«à¤ «à¤ �¬¦ ©¬¤�¨«�©�à¤ � ¤�  � «�¬«¦« ¡� ©¬¤�¨-«�©� I : Rn ! Rn, £� I(x) = x; � � ¡��� x 2 Rn, ¡�  �«©  ¦ ¡�¤¦¤ ¡¦ª § ¤�¡�ª«�ª � � ¤�  ¦ «�¬«¦« ¡¦ª § ¤�¡�ª �n (�� ¥«� �¬«¦!), �®¦¬£�AB = BA = In = I (1.12)�¤�ª «�«¦ ¦ª § ¤�¡�ª � ¢¦ §¦¤ ¡�¢� «�  �§ ©�ª �¤« ©«¨�¯ £¦ª ¡�  ¦ � ¡�¢� «� ¦ �¤« ©«¨¦­¦ª «¦¬ �, ¡�  ©¬£�¦¢ ��«�  £� � = ��1.1.4 ����������¬®¤� ©«� £���£�« ¡� � ¤�  ®¨�© £¦ ¤� ®�¨�¡«�¨ ��  ¡�¤� ª �¤� §¦¢¬� �©«�«¦­� ¤¦£�¤¦ £� �¤�¤ �¨ �£¦, ¡�  � ¦¨ �¦¬©� (determinant) � ¤�  �¤� «�«¦ ¦ §�-¨��� �£�. �¨ ��«�  £¦¤¦ � � «�«¨��à¤ ¡¦¬ª § ¤�¡�ª A 2 Mn, ¡�  £§¦¨�  ¤�§�¨¦¬© �©«�  £� �¬¦ � �­¦¨�« ¡¦¬ª, �¢¢�  ©¦�¬¤�£¦¬ª, «¨¦§¦¬ª. �¬£�¦¢ �¦¬£�«�¤ ¦¨ �¦¬©� «¦¬ � £� detA ã £� jAj.�¤�§«¬¥� Laplace� ¦¨ �¦¬©� £§¦¨�  ¤� ¦¨ ©«�  �§��à� ¡� � � �¤� A = [aij] 2Mn ©�¤ �¡¦¢¦¬��.�§¦«��� ©«à ¦«  � ¦¨ �¦¬©� �®�  ��� ¦¨ ©«�  ©«¦ ©¬¤¦¢¦ Mn�1 ¡�  �©«à Aij 2Mn�1 ¦ ¬§¦§ ¤�¡�ª «¦¬ A 2Mn §¦¬ §¨¦�¨®�«�  �§¦ «� � ��¨�­� «�ª i �¨�££�ª¡�  j ©«�¢�ª «¦¬ �. �¦«�nXj=1(�1)i+jaij detAij = nXi=1(�1)i+jaij detAij� � ¦¢� «� i � n; j � n, ¡�  �¬«� � ¡¦ ¤� « £� � ¤�  � detA. �¦ �¨ ©«�¨¦£�¨¦ª «�ª �¤à  ©¦«�«�ª � ¤�  � �¤�§«¬¥� ¡�«� «�¤ �¨�££� i, �¤à «¦ ��¥ ¦ � ¤� � �¤�§«¬¥� ¡�«� «�¤ ©«�¢� j. � � ¡��� �¡¢¦�� �¨�££�ª ã ©«�¢�ª, �¬«� � �¤�-§«¬¥� £�ª � ¤�  «�¤ ¦¨ �¦¬©�. �¬«¦ª ¦ �§��à� ¡¦ª ¦¨ ©£¦ª �¨® ��  ¦¨ �¦¤«�ª«�¤ ¦¨ �¦¬©� �¤¦ª 1 � 1 § ¤�¡� ¤� � ¤�  � « £� «¦¬ ©«¦ ®� ¦¬ «¦¬, ��¢��� �¤A = [a11], «¦«� detA = a11. � ¤�  ­�¤�¨¦ �§¦ «¦¤ ¦¨ ©£¦ ¦«  detAt = detA.�¤�§«¬¥� £� E¤�¢¢�©©¦£�¤¦ ��¨¦ ©£�� � �¢¢� £��¦�¦ª ¦¨ ©£¦¬ «�ª ¦¨ �¦¬©�ª � ¤�  � �¥�ª: �©«à A = [aij] 2 Mn.�¦«� �®¦¬£� detA =X© sgn© nYi=1 ai©(i)¦§¦¬ «¦ ��¨¦ ©£� �¡«� ¤�«�  � � ¦¢�ª « ª £�«���©� ª © «à¤ n ©«¦ ®� à¤ f1; 2; � � � ; ng,¡�  «¦ §¨¦©�£¦ (sgn) £ �ª £�«���©�ª � ¤�  +1 � �1 �¤ � £�«���©� � ¤�  �¨« �ã §�¨ ««�, �¤« ©«¦ ®�.



�������� ��������� �������� 21�¦¢¢�§¢�© �©« ¡¦«�«�� � �§¦ « ª ��© ¡�ª  � ¦«�«�ª «�ª ¦¨ �¦¬©�ª � ¤�  ¡�  � �¡¦¢¦¬��: �¤ �®¦¬£�§ ¤�¡�ª A;B 2Mn «¦«� detAB = detAdetB (1.13)�¬«¦ £§¦¨�  ¤� �§¦�� ®«�  ®¨�© £¦§¦ à¤«�ª ©«¦ ®� à�� ª §¨�¥� ª ¡�  ©«¦¬ª�¬¦ § ¤�¡�ª.�¬¤�¨«�© �¡¦ª ��¨�¡«�¨ ©£¦ª «�ª �¨ �¦¬©�ª�¤ ��à¨�©¦¬£� «�¤ ¦¨ �¦¬©� ©�¤ £ � ©¬¤�¨«�©� ¡��� £ �ª ®à¨ ©«� ©«�¢�ª(�¨�££�ª) ¦«�¤ ¦  �¢¢�ª ©«�¢�ª (�¨�££�ª) � ¤�  ©«���¨�ª, «¦«� � ¦¨ �¦¬©�� ¤�  £ � �¨�££ ¡� ©¬¤�¨«�©� «�ª �¦�� ©�ª ©«�¢�ª (�¨�££�ª). � � «�«¦ � ©¬-¤�¨«�©� ¡�¢� «�  §¢� ¦�¨�££ ¡� (multilinear) . �§ §¢�¦¤ «¦ �¡¦¢¦¬�¦ ��à¨�£�®�¨�¡«�¨ ��  §¢�¨àª «�¤ ¦¨ �¦¬©�, ¡�  £�¢ ©«� ©� £�¨ ¡� � �¢ � � ¤�«�  ©�¤ ¦¦¨ ©£¦ª «�ª.��à¨�£� 1.4.1 � ¦¨ �¦¬©� � ¤�  � £¦¤�� ¡� ©¬¤�¨«�©� f : Mn ! R §¦¬§¢�¨�  «� �¡¦¢¦¬��.1. � f � ¤�  §¢� ¦�¨�££ ¡�,2. � f � ¤�  �¤�¢¢�©©¦¬©�, ��¢��� �¤ � ¤�  �¤�¢¢��� �¬¦ ©«�¢à¤ (�¨�£-£à¤) � ¦¨ �¦¬©� §¦¢¢�§¢�© ���«�  £� �1, ¡� 3. f(I) = 1, ¦§¦¬ � � ¤�  ¦ «�¬«¦« ¡¦ª § ¤�¡�ª.1.5 �������� ��������� ����������¤� �¨�££ ¡¦ ©¬©«�£� m �¥ ©à©�à¤ £� n ��¤à©«¦¬ª � ¤�  �¤� ©¬©«�£� «�ª£¦¨­�ª a11x1 + a12x2 + � � �+ a1nxn = b1a21x1 + a22x2 + � � �+ a2nxn = b2: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :am1x1 + am2x2 + � � �+ amnxn = bm (1.14)�¦ �¤à«�¨à ©¬©«�£� £§¦¨�  ¤� ¥�¤��¨�­�  £� «¦¤ ©¬£�¦¢ ©£¦ § ¤�¡à¤ ©��¤� ©¬£§��� «¨¦§¦ ©�¤ �¡¦¢¦¬��:26666664 a11 a12 � � � a1na21 a22 � � � a2n: : : : : : : : : : : : : : : : : : :am1 am2 � � � amn 37777775 266664 x1x2...xn 377775 = 266664 b1b2...bm 377775 () Ax = b



22 ����� ���������«¦ §�¨�§�¤à ©¬©«�£� ¦ § ¤�¡�ª � ¡�¢� «�  ¦ § ¤�¡�ª «à¤ ©¬¤«�¢�©«à¤,«¦ � �¤¬©£� x = [x1 x2 � � � xn]T � ¤�  «¦ � �¤¬©£� «à¤ ��¤à©«à¤, ¡�  «¦� �¤¬©£� b = [b1 b2 � � � bn]T � ¤�  «¦ � �¤¬©£� «à¤ ©«���¨à¤. �� ¡�¢¦¬£� £ �¢¬©� �¬«¦¬ «¦¬ ©¬©«�£�«¦ª �¤� � �¤¬©£� c 2 Rn �«©  à©«� �¬«¦ ¤�  ¡�¤¦§¦ � «¦ ©¬©«�£�, ��¢���, Ac = b (1.15)�«� §�¨ §«à©� ©«�¤ ¦§¦ � «¦ ©¬©«�£� �®�  ¢¬©� ¡�¢� «�  ©¬£� ��©«¦.�¥�¢¢¦¬, � ¢��¦£�¤� \��¤ ¡� ¢¬©�" «¦¬ ©¬©«�£�«¦ª (1.14) �� � ¤�  «¦ ©¬-¤¦¢¦ ¦¢à¤ «à¤ � �¤¬©£�«à¤ c 2 Rn £� «�¤  � ¦«�«� ¦«  «¦ c � ¤�  £ � ¢¬©� «¦¬(1.14).�¤� �¨�££ ¡¦ ©¬©«�£� £§¦¨�  ¤� �®�  ¡�£ �, £ � (¡�  £¦¤�� ¡�) ã �§� ¨�ª¢¬©� ª. �«�¤ §�¨��¨�­¦ �¬«� �� §¨¦©§���©¦¬£� ¤� �à©¦¬£� « ª �§�¨� «�«�ª«�®¤ ¡�ª � � «�ª �¬¨�©� «�ª ��¤ ¡�ª ¢¬©�ª �¤¦ª �¨�££ ¡¦¬ ©¬©«�£�«¦ª. �¢�©®��¦¤ � � �� ¡�© � �¥�¨«�«�  �§¦ «� ¢��¦£�¤� \¦£¦��¤�" ©¬©«�£�«�, «� ¦§¦ �� ¤�  ©¬©«�£�«� «�ª £¦¨­�ª Ax = ~0 (1.16)�«©  ¢¦ §¦¤, �� �¨® ©¦¬£� £� �¬«� «� ©¬©«�£�«�. �¨à«� §�¨�«�¨¦¬£� ¦« ,�¤� ¦£¦��¤�ª ©¬©«�£� �®�  §�¤«� ¢¬©�, «�¤ £���¤ ¡�, � ¦§¦ � ¡�¢� «�  ¡�  \«�-«¨ ££�¤�." �§¦ §¦ �ª ©¬¤��¡�ª �¤� «�«¦ ¦ ©¬©«�£� �®�  ¡�  �¢¢�ª ¢¬©� ª (�¡«¦ª«�ª «�«¨ ££�¤�ª)? � � ¤� �§�¤«�©¦¬£� ©� �¬«¦ «¦ �¨à«�£�, �� ��à¨�©¦¬£� «¦¤§ ¤�¡� «à¤ ©¬¤«�¢�©«à¤ � ©�¤ £ � �¨�££ ¡� �§� ¡¦¤ ©� A : Rn ! Rm. ���¬«� «� ��à¨�©�, £ � ¢¬©� «¦¬ ©¬©«�£�«¦ª ��¤ � ¤�  « §¦«� �¢¢¦ §�¨� �¤�� �¤¬©£� «¦¬ §¬¨�¤� KerA, «�ª �. �¤�¬£¦¬£�¤¦  ¦«  nullA+ rankA = n, ��¤£�¤�  §�¨� ¤� �¨¦¬£� «�¤ «�¥� «¦¬ § ¤�¡� �, ¡�«  «¦ ¦§¦ ¦ �®¦¬£� ��� ��  ©«�¤��¨. 1.3. �«©  ¢¦ §¦¤ �®¦¬£� «�¤ �§¦£�¤� §¨¦«�©�:�¨¦«�©� 1.5.1 �©«à «¦ ¦£¦��¤�ª ©¬©«�£� Ax = ~0, £� � ¤� � ¤�  m � n.T¦«�,1. To ©¬©«�£� �®�  £ � £¦¤�� ¡� ¢¬©� («�¤ «�«¨ ££�¤�) ��¤¤ rankA = n2. �¦ ©¬©«�£� �®�  �§� ¨�ª ¢¬©� ª ��¤¤ rankA < n.�£àª, �£� ª ��¢¦¬£� «� ��¤ ¡� ¢¬©� «¦¬ ©¬©«�£�«¦ª Ax = ~0, ©«� §�¨ §«à©�§¦¬ «¦ ©¬©«�£� �®�  �§� ¨�ª ¢¬©� ª. � � ¤� �®¦¬£� ¢¦ §¦¤ «� ��¤ ¡� ¢¬©�, ��¤£�¤�  §�¨� ¤� §�¨�«�¨�©¦¬£� ¦«  «¦ ©¬¤¦¢¦ «à¤ ¢¬©�à¤ «¦¬, � ��¤ ¡� ¢¬©���¢���, � ¤�  �¤�ª ¬§¦®à¨¦ª «¦¬ Rn, (¦ §¬¨�¤�ª «�ª �) ¡�  ©�¤ «�«¦ ¦ª £§¦¨� ¤� §�¨ �¨�­�  £� «�¤ �¬¨�©� £ �ª ��©�ª «¦¬. �� £ � � �� ¡�© � �¡¨ �àª ¦£¦ �£� �¬«� «¦¬ ��¨��� �£�«¦ª 13, �¨ ©¡¦¬£� «¦¤ �¨ �£¦ «à¤ \�¢�¬��¨à¤" £�«�-�¢�«à¤, ¦ ¦§¦ ¦ª � ¤�   ©¦ª £� dim KerA (� �« ?) ¡�  ©«� ©¬¤�®� � �¨ ©¡¦¬£�£ � ��©� «¦¬ ¬§¦®à¨¦¬ «à¤ ¢¬©�à¤.�®¦¤«�ª �¬«�ª « ª §¢�¨¦­¦¨ �ª ¬§¦ £�¢�ª, � ��¤ ¡� ¢¬©� �¤¦ª £� ¦£¦��¤¦¬ª©¬©«�£�«¦ª � ¤�  £ � §�¨� §¦¢¬ �§¢� ¬§¦��©� «à¨�. �¦ £¦¤¦ §¦¬ ®¨� ��¦£�©«�� ¤�  «¦ �¡¦¢¦¬�¦ ��à¨�£�:



�������� ��������� �������� 23��à¨�£� 1.5.1 �©«à «¦ ©¬©«�£� Ax = b, ¡�  �©«à � ¦ § ¤�¡�ª � = [� : b],£� � m � (n + 1). � � ¡�¢� «�  ¦ �§�¬¥�£�¤¦ª § ¤�¡�ª «¦¬ ©¬©«�£�«¦ª.�¦«�1. �¦ ©¬©«�£� Ax = b �®�  ¢¬©� ��¤¤ rankA = rankB2. �«� §�¨ §«à©� §¦¬ «¦ ©¬©«�£� �®�  ¢¬©�, «¦«� � ��¤ ¡� ¢¬©� «¦¬ � ¤� «�ª £¦¨­�ª c = ��� + s, ¦§¦¬ ��� � ¤�  � ��¤ ¡� ¢¬©� «¦¬ �¤« ©«¦ ®¦¬¦£¦��¤¦¬ª Ax = ~0, ¡�  s � ¤�  £ � ¢¬©� «¦¬  � ¦¬ «¦¬ ©¬©«�£�«¦ª Ax = b.�§¦�� ¥�: 1. �  ©�£� ¤�  ¦«  «¦ ©¬©«�£� �®�  ¢¬©�? �«� �¢à©©� «à¤ �§� -¡¦¤ ©�à¤ �¬«¦ £�«�­¨���«�  ¦«  «¦ � �¤¬©£� b �¤�¡�  ©«�¤ � ¡¦¤� ImA, «�ª� (��à \«�¬« �¦¬£�" «¦¤ § ¤�¡� � £� «�¤ �¤« ©«¦ ®� �§� ¡¦¤ ©� §¦¬ ¦¨ �� ,«�¤ ¦§¦ �¤ ¡�¢¦¬£� ¥�¤� �). �£àª, � � ¡¦¤� «�ª � §�¨���«�  �§¦ «� ©«�¢¦{� �¤¬©£�«� «¦¬ § ¤�¡� �. �¨� ¢¦ §¦¤, «¦ ©¬©«�£� �®�  ¢¬©� ��¤¤ «¦ � �¤¬©£�b �¤�¡�  ©«¦¤ ¬§¦®à¨¦ §¦¬ §�¨��¦¬¤ ¦  ©«�¢�ª «¦¬ �. �� �¢¢� ¢¦� �, �¤C = fS1;2 ; � � � ; Sng � ¤�  «¦ ©¬¤¦¢¦ «à¤ ©«�¢à¤ «¦¬ �, «¦ ©¬©«�£� �� �®� ¢¬©� ��¤¤ dimC = dim S [ b. �� «¦ «�¢�¬«� ¦ � ¤�   ©¦�¬¤�£¦ £� «�¤ rankA = rank B.2. �©«à «à¨� d £ � ¢¬©� «¦¬ ¦£¦��¤¦¬ª Ax = ~0, ¡�  s £ � ¢¬©� «¦¬©¬©«�£�«¦ª. �¦«�A(d+s) = Ad+As = ~0+b = b, ��¢���, � d+s � ¤�  ¢¬©� «¦¬©¬©«�£�«¦ª. � ¤� , ¦£àª, ¦¢�ª ¦  ¢¬©� ª �¬«�ª «�ª £¦¨­�ª? � �§�¤«�©� � ¤� ¤� . � � ¤� �¦¬£� �¬«¦, �©«à y £ � \«¬®� �" ¢¬©� «¦¬ ©¬©«�£�«¦ª. ��à¨¦¬£�«¦ � �¤¬©£� � = (y� s)+ s. �®¦¬£�, A(y� s) = Ay�As = b� b = ~0, ��¢���,«¦ y� s � ¤�  ¢¬©� «¦¬ ¦£¦��¤¦¬ª. ���¤, ¡��� ¢¬©� «¦¬ ©¬©«�£�«¦ª � ¤�  «�ª§�¨�§�¤à ¢�®�� ©�ª £¦¨­�ª, ¡�  � �§¦�� ¥� «¦¬ ��à¨�£�«¦ª � ¤�  §¢�¨�ª.��¢� à¤¦¬£� �¬«� «� §�¨��¨�­¦ £� �¬¦ ®�¨�¡«�¨ ©£¦¬ª, «�ª «�¥�ª �¤¦ª§ ¤�¡� ¡�  «�ª �¤« ©«¨�¯ £¦«�ª �¤¦ª «�«¨��à¤ ¡¦¬ § ¤�¡� ©¬¤�¨«�©�  «à¤ �¤-¤¦ à¤ §¦¬ �®¦¬£� ��  £�®¨  «à¨�.��¨�¡«�¨ ©£¦  «�ª ��¥�ª�� §�¨�¡�«à � ¤�  ¦¢�  ©¦�¬¤�£� � � �¤� �¦��¤«� § ¤�¡� A 2Mm;n.1. rank A = k,2. �§�¨®¦¬¤ k, ¡�  £¦¤¦¤ k, �¨�££�ª (©«�¢�ª) «¦¬ � ¦  ¦§¦ �ª � ¤�  �¨�£-£ ¡� �¤�¥�¨«�«�ª,3. �§�¨®�  �¤�ª k � k ¬§¦§ ¤�¡�ª «¦¬ � «¦¬ ¦§¦ ¦¬ � ¦¨ �¦¬©� � ¤�  £�£���¤ ¡�, �¢¢� ¦¢¦  ¦  (k+1)� (k+1) ¬§¦§ ¤�¡�ª «¦¬ � �®¦¬¤ ¦¨ �¦¬©�0,4. dim Im(A) = k,



24 ����� ��������5. �§�¨®�  �¤� ©¬¤¦¢¦ �§¦ k, �¢¢� ¦®  §�¨ ©©¦«�¨� �§¦ k, �¨�££ ¡� �¤�-¥�¨«�«� � �¤¬©£�«� b �«©  à©«� «¦ ©¬©«�£� Ax = b � ¤�  ©¬£� ��©«¦,¡� 6. k = n� dimKer(A).�¤« ©«¨�¯ £¦«�«��� §�¨�¡�«à £�ª � ¤¦¬¤  ©¦�¬¤�£¦¬ª ®�¨�¡«�¨ ©£¦¬ª � � �¤� § ¤�¡� � 2Mn,§¦¬ � ¤�  �¤« ©«¨�¯ £¦ª.1. � � � ¤�  �¤« ©«¨�¯ £¦ª,2. � ��1 ¬§�¨®� ,3. rankA = n4. �  ©«�¢�ª (¡�  ¦  �¨�££�ª) «¦¬ � � ¤�  �¨�££ ¡� �¤�¥�¨«�«�ª,5. detA 6= 0,6. dim Im(A) = n,7. dimKer(A) = 0,8. �¦ Ax = b � ¤�  ©¬£� ��©«¦ � � ¡��� b 2 Rn,9. ��¤ «¦ Ax = b � ¤�  ©¬£� ��©«¦, «¦«� �®�  £¦¤�� ¡� ¢¬©�,10. �¦ ©¬©«�£� Ax = b �®�  £¦¤�� ¡� ¢¬©� � � ¡��� b 2 Rn,11. � £¦¤� ¢¬©� «¦¬ Ax = 0 � ¤�  � x = 0.�������� 1.21. �¥�«�©«� �¤ «� �¡¦¢¦¬�� � �¤¬©£�«� �§¦«�¢¦¬¤ ��©� «¦¬ R3:(i) (1; 1; 1); (1;�1; 5) (iii) (1; 1; 1); (1; 2; 3); (2;�1; 1)(ii) (1; 2; 3); (1; 0;�1); (3;�1; 0); (2; 1;�2) (iv) (1; 1; 2); (1; 2; 5); (5; 3; 4)2. E©«à W ¦ ¬§¦®à¨¦ª «¦¬ R4 §¦¬ §�¨���«�  �§¦ «� � �¤¬©£�«�(1;�2; 5;�3); (2; 3;1;�4); (3;8;�3;�5). �¨� «� £ � ��©� ¡�  «�¤ � �©«�©� «¦¬ W . �§�-¡«� ¤�«� «�¤ ��©� «¦¬ W ©� £ � ��©� ¦¢¦¬ «¦¬ R4.3. �¨� «� £ � �¨�££ ¡� �§� ¡¦¤ ©� � : R3 ! R4 «¦¬ ¦§¦ ¦¬ � � ¡¦¤� �mT §�¨���«�  �§¦«� � �¤¬©£�«� (1; 2; 0;�4); (2; 0;�1;�3).4. �¨� «� £ � ��©� ¡�  «�¤ � �©«�©� «¦¬ ®à¨¦¬ «à¤ ¢¬©�à¤ «à¤ ¦£¦��¤à¤ ©¬©«�£�«à¤:



�������� ��������� �������� 25x � y + 2z + w = 02x + y � z + w = 0x � 2y + z + w = 0 x + y � z = 0x � y + 2z = 02x + 2z = 02x + y � z = 05. � � §¦ � « £� «¦¬ k «¦ ©¬©«�£� 8><>:2x1 + x2 = 5x1 � 3x2 = �13x1 + 4x2 = k � ¤�  ©¬£� ��©«¦?�¨� «� � � �¬«� «�¤ « £� «¦¬ k «� ��¤ ¡� ¢¬©� «¦¬ ©¬©«�£�«¦ª.�¨� «� �§ ©�ª «� ��¤ ¡� ¢¬©� «¦¬ �¥�ª ©¬©«�£�«¦ª:y + z + u + 2v = 2�x + 4y + 3z + 3u + 4v = 72x + y + 3z + 2u + 8v = 33x + y + 4z � u + 4v = 05x + 2y + 7z + 10v = 26. N� �¨��¦¬¤ (�¤ ¬§�¨®¦¬¤) ¦  �¤« ©«¨¦­¦  «à¤ �¥�ª § ¤�¡à¤:0B@ 1 0 12 �1 11 2 1 1CA 0B@ 1 2 31 3 51 5 12 1CA 0B@ 1 3 �13 �2 74 �1 1 1CA1.6 ��������� ��� ��������� ����������®¨  «à¨�, ©«¦ � �¤¬©£�« ¡¦ ®à¨¦ Rn, §¨¦©��«�£� � �¤¬©£�«� ¡�  «� §¦¢¢�§¢�-© ���£� £� �¤�¤ �¨ �£¦. ��¢¢ ©«� �� £§¦¨¦¬©�£� ¤� ¨à«�©¦¬£�: � ¤�  �¬¤�«¦¤ ¤�§¦¢¢�§¢�© �©¦¬£� �¬¦ � �¤¬©£�«� �«©  à©«� «¦ � ¤¦£�¤¦ «¦¬ª ¤� � ¤�  £ � ®¨�© £�§¦©¦«�«�? �¤� «�«¦ ¦ � ¤¦£�¤¦ � ¤�  «¦ �©à«�¨ ¡¦ � ¤¦£�¤¦ «¦¬ ¦§¦ ¦¬ ¦ ¦¨ ©£¦ª� ¤�«�  §�¨�¡�«à. �¤� �¢¢¦ � ¤�  «¦ �¥à«�¨ ¡¦ � ¤¦£�¤¦, «¦ ¦§¦ ¦ �� ¦¨ ©«�  ©«�¤�§¦£�¤� §�¨��¨�­¦.�¦ �©à«�¨ ¡¦ � ¤¦£�¤¦�¨ ©£¦ª 1.6.1 �©«à � �¤¬©£�«� a = (a1; � � � ; an); b = (b1; � � � ; bn) 2 Rn.�¦«� «¦ �©à«�¨ ¡¦ � ¤¦£�¤¦ «à¤ a; b � ¤�  ¦ �¨ �£¦ª a � b ¦ ¦§¦ ¦ª � ¤�«� �§¦ a � b = a1b1 + a2b2 + � � �+ anbn (1.17)�«© , � � ¤� �¨¦¬£� «¦ �©à«�¨ ¡¦ � ¤¦£�¤¦ «à¤ a; b §¦¢¢�§¢�© ��¦¬£� « ª�¤« ©«¦ ®�ª ©¬¤ ©«à©�ª «¦¬ª ¡�  §¨¦©��«¦¬£�. �¦ �§¦«�¢�©£� ��¤ � ¤�  � �¤¬-©£�, �¢¢� �¤�ª (§¨��£�« ¡¦ª) �¨ �£¦ª.



26 ����� ����������¨��� �£� 18 (2; 3) � (�4; 5) = 2(�4) + 3(5) = 7(�1; 3; 7) � (2; 13 ; 2) = (�1)2 + 3(13) + 7(2) = �2 + 1 + 14 = 13To �©à«�¨ ¡¦ � ¤¦£�¤¦ §¢�¨�  §¦¢¢�ª �§¦ « ª  � ¦«�«�ª «¦¬ ©¬¤�� ©£�¤¦¬� ¤¦£�¤¦¬ §¨��£�« ¡à¤ �¨ �£à¤. �¬«�ª §�¨ �®¦¤«�  ©«¦ �§¦£�¤¦ ��à¨�£�.��à¨�£� 1.6.1 �¤ a; b; c � ¤�  � �¤¬©£�«� «¦¬ Rn ¡�  ¢ 2 R, «¦«�1. a � a = jaj22. a � b = b � a3. a � (b+ c) = a � b+ a � c4. (¢a) � b = ¢(a � b) = a � (¢b)5. 0 � a = 0 2 R�§¦�� ¥�: �©¡�©�.�¦ �©à«�¨ ¡¦ � ¤¦£�¤¦ a � b �®�  £ � ��à£�«¨ ¡� �¨£�¤� � ©¬¤�¨«�©�  «�ª �à-¤ �ª � £�«�¥¬ «à¤ a ¡�  b, � ¦§¦ � ¦¨ ��«�  ©�¤ � �à¤ � £�«�¥¬ «à¤ ��à£�-«¨ ¡à¤ §�¨�©«�©�à¤ «à¤ � �¤¬©£�«à¤ a; b «� ¦§¦ � �®¦¬¤ ©�¤ �¨®� «�¤ �¨®�«à¤ �¥¦¤à¤ �, ¦§¦¬ 0 � � � §. ��¨�«�¨�©«� ¦«  �¤ «� a; b � ¤�  §�¨�¢¢�¢�,«¦«� � = 0 ã � = §.� «¬§¦ª ©«¦ �§¦£�¤¦ ��à¨�£� ®¨�© £¦§¦ � «�  �§¦ «¦¬ª ­¬© ¡¦¬ª ©�¤ ¦¦¨ ©£¦ª «¦¬ �©à«�¨ ¡¦¬ � ¤¦£�¤¦¬.��à¨�£� 1.6.2 �¤ � � ¤�  � �à¤ � £�«�¥¬ «à¤ � �¤¬©£�«à¤ a; b, «¦«�a � b = jaj jbj cos ��§¦�� ¥�: � �§¦�� ¥� �¬«¦¬ «¦¬ ��à¨�£�«¦ª ��© ��«�  ©«¦ ¤¦£¦ «à¤ ©¬¤�£ -«¦¤à¤ £�«�¥¬ «à¤ �à¤ à¤ �¤¦ª «¨ �à¤¦¬, ¡�  �­�¤�«�  ©�¤ �©¡�©�.�¦¨ ©£� 1.6.3 �¤ � � ¤�  � �à¤ � £�«�¥¬ «à¤ £� £���¤ ¡à¤ � �¤¬©£�«à¤a; b, «¦«� cos � = a � bjaj jbj��¨��� �£� 19 �¨� «� «� �à¤ � £�«�¥¬ «à¤ � �¤¬©£�«à¤ a = (2; 2;�1) ¡� b = (5;�3; 2).



�������� ��������� �������� 27�¬©�: �§� ��jaj = q22 + 22 + (�1)2 = 3 ¡�  jbj = q52 + (�3)2 + 22 = p38¡�  �§� �� a � b = 2(5) + 2(�3) + (�1)2 = 2�®¦¬£�, �§¦ «¦ �¦¨ ©£� 1.6.3,cos � = a � bjaj jbj = 23p38�«© , � �à¤ � £�«�¥¬ «à¤ a; b � ¤�  �� = cos�1  23p38! = 1:46 (ã 84�)�¬¦ � �¤¬©£�«� a ¡�  b ¡�¢¦¬¤«�  ¦¨�¦�à¤ � ã ¡���«� �¤ � £�«�¥¬ «¦¬ª�à¤ � � ¤�  � = §=2. T¦«� «¦ ��à¨�£� 1.6.2 £�ª � ¤�  ¦« a � b = jaj jbj cos(§=2) = 0�¤« ©«¨¦­�, �¤ a � b = 0, «¦«� cos � = 0, ¡�  �«©  � = §=2. To £���¤ ¡¦� �¤¬©£� 0 ��à¨� «�  ¦«  � ¤�  ¡���«¦ ©� ¡��� � �¤¬©£� a. �«© ,T� a ¡�  b � ¤�  ¡���«� ��¤ ¡�  £¦¤¦¤ ��¤ a � b = 0: (1.18)��¨��� �£� 20 �� � �¤¬©£�«� a = (2; 2;�1) ¡�  b = (5;�4; 2) � ¤�  ¦¨�¦-�à¤ �.�¦ �¥à«�¨ ¡¦ � ¤¦£�¤¦�¦ �¥à«�¨ ¡¦ � ¤¦£�¤¦ a � b �¬¦ � �¤¬©£�«à¤ a ¡�  b, ©� �¤« ��©� £� «¦�©à«�¨ ¡¦, � ¤�  � �¤¬©£�. � �¬«¦ «¦ ¢¦�¦ ¡�¢� «�  �§ ©�ª ¡�  � �¤¬©£�« ¡¦� ¤¦£�¤¦. �£àª, «¦ � ¤¦£�¤¦ a� b ¦¨ ��«�  £¦¤¦ � � � �¤¬©£�«� ©«¦¤ ®à¨¦R3. �®¦¬£� ¢¦ §¦¤�¨ ©£¦ª 1.6.2 �©«à � �¤¬©£�«� a = (a1; a2; a3); b = (b1; b2; b3) 2 R3. �¦«�,«¦ �¥à«�¨ ¡¦ � ¤¦£�¤¦ «à¤ a; b ¦¨ ��«�  ©�¤a� b = (a2b3 � a3b2; a3b1 � a1b3; a1b2 � a2b1)� §�¨�§�¤à ­� ¤�«�  ©�¤ �¤�ª §�¨�¥�¤¦ª «¨¦§¦ª ¦¨ ©£¦¬ �¬«¦¬ «¦¬ � ¤¦£�-¤¦¬. �£àª, ¦§àª �� �¦¬£� ©¬¤«¦£�, � � � ¡� £¦¨­� «¦¬ ¦¨ ©£¦¬ �®�  §¦¢¢�ª®¨�© £�ª  � ¦«�«�ª. � � ¡à«�¨�, �� �� ¥¦¬£� ¦«  «¦ � �¤¬©£� a� b � ¤�  ¡���«¦¡�  ©«¦ a �¢¢� ¡�  ©«¦ b.



28 ����� ��������� � ¤� �¬£¦£�©«� § ¦ �¬¡¦¢� «¦¤ ¦¨ ©£¦ «¦¬ �¥à«�¨ ¡¦¬ � ¤¦£�¤¦¬, ��®¨�© £¦§¦ �©¦¬£� «�¤ (���) �¤à©«� �¤¤¦ � «�ª ¦¨ �¦¬©�ª. �©«à ¢¦ §¦¤ a =(a1; a2; a3); b = (b1; b2; b3) «� �¦��¤«� � �¤¬©£�«�. �¦«�, ®¨�© £¦§¦ à¤«�ª «�¤¡�¤¦¤ ¡� ��©� «¦¬ R3, fe1; e2; e3g, §�¨�«�¨¦¬£� ¦« a� b = ����� a2 a3b2 b3 ����� e1 � ����� a1 a3b1 b3 ����� e2 + ����� a1 a2b1 b2 ����� e3 (1.19)� §�¨�§�¤à «¬§¦ª £�«�­¨���«�  ©«� �¢à©©� «à¤ ¦¨ �¦¬©à¤ ©�¤a� b = ������� e1 e2 e3a1 a2 a3b1 b2 b3 ������� (1.20)�¦¢¦¤¦«  � §¨à«� �¨�££� «�ª ©¬£�¦¢ ¡�ª ¦¨ �¦¬©�ª ©«�¤ �¥ ©à©� (1.20) §�-¨ �®�  � �¤¬©£�«�, «�¤ �¤�§«¬©¦¬£� ¡�¤¦¤ ¡� ©�¤ ¤� §�¨ � ®� £¦¤¦¤ �¨ �£¦¬ª.� ©¬£�¦¢ ¡¦ª «¬§¦ª � ¤�  § ��¤àª ¦ § ¦ �¬¡¦¢¦ª «¨¦§¦ª ¤� �¬£�«�  ¡�¤� ª/£ �«¦¤ ¬§¦¢¦� ©£¦ �¥à«�¨ ¡¦¬ � ¤¦£�¤¦¬.��¨��� �£� 21 �¤ a = (1; 3; 4); b = (2; 7;�5), «¦«�a� b = ������� e1 e2 e31 3 42 7 �5 �������= ����� 3 47 �5 ����� e1 � ����� 1 42 �5 ����� e2 + ����� 1 32 7 ����� e3= (15 � 28)e1 � (�5 � 8)e2 + (7 � 6)e3 = (�43; 13; 1)�©¡�©� 1.6.1 �� ¥«� ¦«  a� a = 0, � � ¡��� � �¤¬©£� a 2 R3.� � �§¦ « ª § ¦ �¤� �­�¨¦¬©�ª  � ¦«�«�ª «¦¬ �¥à«�¨ ¡¦¬ � ¤¦£�¤¦¬ � ¤�«� �§¦ «¦ �¡¦¢¦¬�¦ ��à¨�£�.��à¨�£� 1.6.4 �¦ � �¤¬©£� a� b � ¤�  ¡���«¦ ©«¦ a ¡�  ©«¦ b.�§¦�� ¥�: � � ¤� �� ¥¦¬£� ¦«  «¦ a� b � ¤�  ¡���«¦ ©«¦ a, ¬§¦¢¦� �¦¬£� «¦�©à«�¨ ¡¦ � ¤¦£�¤¦ «¦¬ª:(a� b) � a = ����� a2 a3b2 b3 ����� a1 � ����� a1 a3b1 b3 ����� a2 + ����� a1 a2b1 b2 ����� a3= a1(a2b3 � a3b2)� a2(a1b3 � a3b1) + a3(a1b2 � a2b1)= 0



�������� ��������� �������� 29�¤�ª §�¨¦£¦ ¦ª ¬§¦¢¦� ©£¦ª �� ®¤�  ¦«  (a� b) � b = 0. �«© , �§¦ «¦¤ (1.18),�¢�§¦¬£� ¦«  «¦ a� b � ¤�  ¡���«¦ ©«a a; b.�¤ «� a; b §�¨ ©«�¤«�  �¨�­ ¡� �§¦ ¡�«�¬�¬¤¦£�¤� �¬�¬�¨�££� «£�£�«� £�«�¤  � � �¨®�, «¦«� «¦ §¨¦��¦¬£�¤¦ ��à¨�£� £�ª ¢��  ¦«  «¦ �¥à«�¨ ¡¦ � �¤¬©£�a � b �®�  «�¤ � �¬�¬¤©� �¤¦ª � �¤¬©£�«¦ª «¦ ¦§¦ ¦ � ¤�  ¡���«¦ ©«¦ �§ §��¦§¦¬ ©®�£�« �¦¬¤ «� a; b. �§¦ «¦¤ ¦¨ ©£¦ ��� ¤�  �¬¡¦¢� ¦«  � ¡�«�¬�¬¤©� «¦¬a� b � ¤�«�  �§¦ «¦¤ ¡�¤¦¤� «¦¬ ��¥ ¦¬ ®�¨ ¦¬.�à¨� §¦¬ ¥�¨¦¬£� «� � �¬�¬¤©� «¦¬ � �¤¬©£�«¦ª a� b, �¬«¦ §¦¬ £�¤�  � ¤� ¤� �¨¦¬£� «¦ £�¡¦ª «¦¬. �¦ «�¢�¬«� ¦ � ¤�«�  �§¦ «¦ �§¦£�¤¦ ��à¨�£�.��à¨�£� 1.6.5 �¤ � � ¤�  � �à¤ � £�«�¥¬ «à¤ a; b (��¢��� 0 � � � §), «¦«�ja� bj = jaj jbj sin ��§¦�� ¥�: �§¦ «¦¤ ¦¨ ©£¦ «¦¬ �¥à«�¨ ¡¦¬ � ¤¦£�¤¦¬ ¡�  «¦¬ £�¡¦¬ª �¤¦ª� �¤¬©£�«¦ª, �®¦¬£�ja� bj2 = (a2b3 � a3b2)2 + (a3b1 � a1b3)2 + (a1b2 � a2b1)2= a22b23 � 2a2a3b2b3 + a23b22 + a23b21 � 2a1a3b1b3 + a21b23a21b22 � 2a1a2b1b2 + a22b21= (a21 + a22 + a23)(b21 + b22 + b23)� (a1b1 + a2b2 + a3b3)2= jaj2jbj2 � (a� b)2= jaj2jbj2 � jaj2jbj2cos2� (��à¨�£� 1.6.2)= jaj2jbj2 (1 � cos2�)= jaj2jbj2sin2��� ¨¤¦¤«�ª «�¤ «�«¨��à¤ ¡� ¨ �� «¦¬ �¤à«�¨¦¬, ¡�  §�¨�«�¨à¤«�ª ¦« psin2� =sin � �§� �� sin � � 0 ¦«�¤ 0 � � � §, �®¦¬£� «¦ ��«¦¬£�¤¦ �§¦«�¢�©£�.�¦¨ ©£� 1.6.6 �¬¦ £� £���¤ ¡� � �¤¬©£�«� a; b � ¤�  §�¨�¢¢�¢� ��¤ ¡� £¦¤¦¤ ��¤ a� b = 0.�¦ ��à¨�£� 1.6.5 �®�  £ � �¤� �­�¨¦¬©� ��à£�«¨ ¡� �¨£�¤� �. �¤ ��à¨�©¦¬£�«� � �¤¬©£�«� a; b ©�¤ §¢�¬¨�ª «¦¬ §�¨�¢¢�¢¦�¨�£¦¬ §¦¬ ©®�£�« �¦¬¤, «¦«��¤ � � ¤�  «¦ �£���¦¤ �¬«¦¬ «¦¬ §�¨�¢¢�¢¦�¨�£¦¬, �®¦¬£�A = jaj(jbj sin �) = ja� bj��¢���, «¦ £�¡¦ª «¦¬ �¥à«�¨ ¡¦¬ � ¤¦£�¤¦¬ a�b � ¤�   ©¦ £� «¦ �£���¦¤«¦¬ §�¨�¢¢�¢¦�¨�£¦¬ §¦¬ ¦¨ ��«�  �§¦ «� a ¡�  b.



30 ����� ����������¨��� �£� 22 �¨� «� «¦ �£���¦¤ «¦¬ «¨ �à¤¦¬ £� ¡¦¨¬­�ª «� ©�£� �P (1; 4; 6); Q(�2; 5;�1) ¡�  R(1;�1; 1).�¬©�: �©«à a = ~PQ = (�3; 1;�7) ¡�  b = ~PR = (0;�5;�5). �§¦¢¦� �¦¬£�«¦ �¥à«�¨ ¡¦ � ¤¦£�¤¦ «à¤ �¬¦ �¬«à¤ � �¤¬©£�«à¤:a� b = ������� e1 e2 e3�3 1 �70 �5 �5 �������= (�5� 35)e1 � (�15 � 0)e2 + (15 � 0)e3 = (�40; 15; 15)�¦ �£���¦¤ � «¦¬ «¨ �à¤¦¬ PQR � ¤�  «¦ £ ©¦ «¦¬ �£���¦¬ «¦¬ §�¨�¢¢�¢¦-�¨�£¦¬ §¦¬ ©®�£�« �¦¬¤ «� � �¤¬©£�«� a; b. �«© ,E = 12 ja� bj = 12q(�40)2 + (�15)2 + 152 = 5p822�¦ �¥à«�¨ ¡¦ � ¤¦£�¤¦ ��¤ ¬§�¡¦¬�  ©«¦¬ª ©¬¤��� ª ¡�¤¦¤�ª «�ª �¢���¨�ª¦  ¦§¦ ¦   ©®¬¦¬¤ � � «¦ �©à«�¨ ¡¦ � ¤¦£�¤¦. �¦ �§¦£�¤¦ ��à¨�£� £�ª � ¤� «¦¬ª ¡�¤¦¤�ª §¦¬  ©®¬¦¬¤.��à¨�£� 1.6.7 �¤ a; b; c 2 R3 ¡�  ¢ 2 R, «¦«�1. a� b = �b� a2. (¢a)� b = ¢(a� b) = a� (¢b)3. a� (b+ c) = a� b+ a� c4. (a+ b)� c = a� c+ b� c5. a � (b� c) = (a� b) � c6. a� (b� c) = (a � c)b� (a � b)c�§¦�� ¥�: �©¡�©�.�¦ � ¤¦£�¤¦ a � (b � c) §¦¬ �¤�­�¨�  �  � ¦«�«� 5 ©«¦ §�¨�§�¤à ��à¨�£�¡�¢� «�  «¦ «¨ §¢¦ ã £� ¡«¦ � ¤¦£�¤¦ «à¤ � �¤¬©£�«à¤ a; b; c. �§¦ «¦¬ª¦¨ ©£¦¬ª «¦¬ �©à«�¨ ¡¦¬ ¡�  �¥à«�¨ ¡¦¬ � ¤¦£�¤¦¬ �¬¡¦¢� §¨¦¡¬§«�  ¦« a � (b� c) = ������� a1 a2 a3b1 b2 b3c1 c2 c3 ������� (1.21)� ��à£�«¨ ¡� ©�£�© � «¦¬ «¨ §¢¦¬ � ¤¦£�¤¦¬ �� ¡¤¬�«�  ��à¨à¤«�ª «¦ §�¨�¢-¢�¢�§ §��¦ §¦¬ ¦¨ ��«�  �§¦ «� � �¤¬©£�«� a; b; c. �¦ �£���¦¤ «�ª ��©�ª (§¦¬� ¤�  «¦ §�¨�¢¢�¢¦�¨�£¦ §¦¬ ¦¨ ��«�  �§¦ «� b; c) � ¤�   ©¦ £� A = jb� cj. �¤



�������� ��������� �������� 31� � ¤�  � �à¤ � £�«�¥¬ «à¤ a ¡�  b � c, «¦«� «¦ ¬¯¦ª h «¦¬ §�¨�¢¢�¢�§ §��¦¬� ¤�  h = jajj cos �j. �«© , ¦ ¦�¡¦ª «¦¬ §�¨�¢¢�¢�§ §��¦¬ � ¤� V = Ah = jb� cj j cos �j = ja � (b� c)j�®¦¬£� ¢¦ §¦¤ �� ¥�  «¦ �¡¦¢¦¬�¦:��à¨�£� 1.6.8 � ¦�¡¦ª «¦¬ §�¨�¢¢�¢�§ §��¦¬ §¦¬ ¦¨ ��«�  �§¦ «� � �¤¬-©£�«� a; b; c � ¤�  � �§¦¢¬«� « £� «¦¬ «¨ §¢¦¬ � ¤¦£�¤¦¬:V = ja � (b� c)j1.7 ��������� ������� ��� ���������¬�� �ª� � �¬�� � ©«¦ �§ §��¦ xy ¡��¦¨ ��«�  ¦«�¤ � ¤¦¤«�  �¤� ©�£� ¦ «�ª �¬�� �ª ¡� � � �¬�¬¤©� «�ª �¬�� �ª (� ¡¢ ©� «�ª, � � §�¨��� �£�). � �¥ ©à©� «�ª �¬�� �ª£§¦¨�  «¦«� ¤� �¨�­�  �§¦ «¦¤ ©¬¤��� «¬§¦.��¨¦£¦ �, £ � �¬�� � � ©«¦¤ «¨ ©� �©«�«¦ ®à¨¦ R3, £§¦¨�  ¤� ¡��¦¨ ©«�  ¦«�¤¥�¨¦¬£� �¤� ©�£� ¦ «�ª P = (x0; y0; z0) ¡�  £ � � �¬�¬¤©� «�ª �. �« ª «¨� ª� �©«�©� ª � � �¬�¬¤©� £ �ª �¬�� �ª ®�¨�¡«�¨ ��«�  �§¦ �¤� � �¤¬©£� v, «¦¦§¦ ¦ � ¤�  §�¨�¢¢�¢¦ ©«�¤ �. �©«à ¢¦ §¦¤ Q = (x; y; z) �¤� «¬®� ¦ ©�£� ¦§�¤à ©«�¤ �. ��à¨¦¬£� «¦ � �¤¬©£� �!PQ= (x�x0; y�y0; z�z0). ��¨�«�¨¦¬£�¦«  �¬«¦ «¦ � �¤¬©£� � ¤�  §�¨�¢¢�¢¦ §¨¦ª «¦ v, ¡�  �«©  ¬§�¨®�  �¤�ª �¨ �£¦ªt �«©  à©«� �!PQ= t � v. �§¦«� �¤ v = (a; b; c), «¦«�(x� x0; y � y0; z � z0) = t � (a; b; c) ã  ©¦�¬¤�£�x = x0 + ta y = y0 + tb z = z0 + tc; t 2 R (1.22)� (1.22) ¡�¢� «�  £ � §�¨�£�«¨ ¡� �¥ ©à©� «�ª �¬�� �ª � ã §�¨�£�«¨ ¡�ª �¥ -©à©� ª «�ª �. ��  ¢�£� £ � (¡�  ¦®  �) §�¨�£�«¨ ¡� �¥ ©à©� «�ª �, � ¦«  ¦§àª� ¤�  ­�¤�¨¦ � §�¨�§�¤à �¥ ©à©� �¥�¨«�«�  �§¦ «¦ �¦��¤ ©�£� ¦ Q «�ª � ¡� «�¤ � �¬�¬¤©� «�ª v. � � £ � ���¦£�¤� �¬�� � �, ¡�¤�¤� �§¦ «� �¬¦ �¬«� £�-���� ��¤ � ¤�  £¦¤�� ¡¦. �¨��£�« , ¡�§¦ ¦ª/� �� £§¦¨¦¬©� ¤� �§ ¢�¥�  �¤�¦§¦ ¦��§¦«� �¢¢¦ ©�£� ¦ «�ª � ¡�  �¤� ¦§¦ ¦��§¦«� £� £���¤ ¡¦ §¦¢¢�§¢�© ¦«¦¬ v. � ¤�� §�¨�£�«¨ ¡� �¥ ©à©� «�ª � �� � ¤�  «�¢� àª � �­¦¨�« ¡� �§¦ «�¤§�¨�§�¤à. �£àª ¡�  ¦  �¬¦ �¬«�ª �¥ ©à©� ª ®�¨�¡«�¨ �¦¬¤ «�¤  � � �¬�� � �.��¨��� �£� 23 �¨� «� £ � §�¨�£�«¨ ¡� �¥ ©à©� «�ª �¬�� �ª §¦¬ � �¨®�«� �§¦ «¦ ©�£� ¦ (4;�2; 1) ¡�  � ¤�  §�¨�¢¢�¢� ©«¦ � �¤¬©£� v = (1; 3;�5). �«�©¬¤�®� � �¨� «� �¬¦ �¢¢� ©�£� � §�¤à ©«�¤ �¬�� �.



32 ����� ���������¬©�: �¬£­à¤� £� «� §�¨�§�¤à, £ � §�¨�£�«¨ ¡� �¥ ©à©� � ¤�  � �¡¦¢¦¬��:x = 4 + 1 � t y = �2 + 3t z = 1 � 5t� �¢��¦¤«�ª, � � §�¨��� �£� t = 1 ¡�  t = �2, �¨ ©¡¦¬£� «� ©�£� � (5; 1;�4)¡�  (2;�8; 11).� �¥ ©à©� (1.22) �®�  ¡�  £ � ­¬© ¡� �¨£�¤� �. �©«à � ©¬¤�¨«�©�F : R! R3; F (t) = (x0 + ta; y0 + tb; z0 + tc)� ¤�  §¨¦­�¤�ª ¦«  � F � ¤�  1{1 (¡�  �§ ) ¡�  �«©  ¬§�¨®�  £ � 1{1 �¤« ©«¦ -® � £�«�¥¬ «à¤ ©�£� à¤ £ �ª �¬�� �ª ¡�  «à¤ §¨��£�« ¡à¤ �¨ �£à¤. �§¦ «�¤�¢¢� £�¨ �, «¦ ©�£� ¦ F (t) £§¦¨�  ¤� �¨£�¤�¬��  ©�¤ «¦ � �¤¬©£� ��©�ª �¤¦ª�¤« ¡� £�¤¦¬ §¦¬ ¡ ¤� «�  §�¤à ©«�¤ � ©� ¡��� ®¨¦¤ ¡� ©« �£� t. �� �¬«� «�¤�¨£�¤� �, £ � �¬�� � � ��¤ � ¤�  « §¦«� �¢¢¦ §�¨� � «¨¦® � �¬«¦¬ «¦¬ �¤« ¡� -£�¤¦¬.��¨�«�¨à¤«�ª, � � £ � �¡¦£� ­¦¨�, «�¤ �¥ ©à©� (1.22) �¢�§¦¬£� ¦«  ¦  ©«���-¨�ª x0; y0; z0 � ¤¦¬¤ « ª ©¬¤ ©«à©�ª �¤¦ª ©�£� ¦¬ «�ª �¬�� �ª, �¤à ¦  ©¬¤«�¢�©«�ª«¦¬ t a; b; c £�ª � ¤¦¬¤ « ª ©¬¤ ©«à©�ª «¦¬ � �¤¬©£�«¦ª v §¦¬ � ¤�  §�¨�¢¢�¢¦©«�¤ �¬�� �.��¨��� �£� 24 �� ¥«� ¦«  ¦  �¬�� �ª �1 ¡�  �2 £� �¥ ©à©� ªx = 1 + t y = �2 + 3t z = 4� tx = 2t y = 3 + t z = �3 + 4t� ¤�  �©¬£��«�ª. ��¤ �®¦¬¤ ��¢��� ¡�¤�¤� ¡¦ ¤¦ ©�£� ¦.�¬©�: ��«' �¨®�¤ §�¨�«�¨¦¬£� ¦«  «� � �¤¬©£�«� v = (1; 3;�1) ¡�  w =(2; 1; 4) � ¤�  §�¨�¢¢�¢� ©« ª �1, �2, �¤« ©«¦ ®�. �¬¤�§àª ¦  �¬�� �ª ��¤ � ¤� §�¨�¢¢�¢�ª. �ª �¦¬£� «à¨� �¤ �®¦¬¤ ¡�§¦ ¦ ¡¦ ¤¦ ©�£� ¦ P = (x0; y0; z0). A§¦«¦ ¡¦ ¤¦ �¬«¦ ©�£� ¦ �� §�¨¤¦¬¤ ¡�  ¦  �¬¦ �¬�� �ª, ã  ©¦�¬¤�£�, �¤« ¡� £�¤�§¦¬ ¡ ¤¦¬¤«�  §�¤à ©« ª �¬�� �ª �1 ¡�  �2 �� §�¨�©¦¬¤ �§¦ «¦ � ©� ¡�§¦ �ª®¨¦¤ ¡�ª ©« �£�ª t1 ¡�  t2, �¤« ©«¦ ®�. �� �®¦¬£� ��¢���1 + t1 = 2t2�2 + 3t1 = 3 + t24� t1 = �3 + 4t2�¢¢�, ¢¬¤¦¤«�ª « ª §¨à«�ª �¬¦ �¥ ©à©� ª, §� ¨¤¦¬£� t1 = 115 ¡�  t2 = 85 . �£àª¦  « £�ª �¬«�ª ��¤  ¡�¤¦§¦ ¦¬¤ «�¤ «¨ «� �¥ ©à©�. �«© , ¦  �1 ¡�  �2 ��¤ �®¦¬¤¡�¤�¤� ¡¦ ¤¦ ©�£� ¦.



�������� ��������� �������� 33�§ §����¤� �§ §��¦ ©«¦ ®à¨¦ ¡��¦¨ ��«�  �§¦ �¤� ©�£� ¦ P = (x0; y0; z0) ©«¦ �§ §��¦¡�  �¤� � �¤¬©£� v = (a; b; c) ¡���«¦ ©«¦ �§ §��¦. �¬«¦ «¦ � �¤¬©£� ¡�¢� «� �¤� ¡���«¦ � �¤¬©£� «¦¬ �§ §��¦¬. �©«à «¬®� ¦ ©�£� ¦ Q = (x; y; z) «¦¬�§ §��¦¬. �¦«�, «¦ � �¤¬©£� �!PQ= (x � x0; y � y0; z � z0) �� §¨�§�  ¤� � ¤� ¡���«¦ ©«¦ � �¤¬©£� v. �«©  �®¦¬£� «�¤ �¥ ©à©�v� �!PQ= 0 () a(x� x0) + b(y � y0) + c(z � z0) = 0 (1.23)� �¥ ©à©� (1.23) ¡�¢� «�  �¥ ©à©� «¦¬ �§ §��¦¬ §¦¬ � �¨®�«�  �§¦ «¦ ©�£� ¦� ¡�  � ¤�  ¡���«¦ ©«¦ � �¤¬©£� v.��¨��� �£� 25 �¨� «� £ � �¥ ©à©� «¦¬ �§ §��¦¬ §¦¬ � �¨®�«�  �§¦ «¦ ©�£� ¦(2; 4;�1) ¡�  � ¤�  ¡���«¦ ©«¦ � �¤¬©£� v = (2; 3; 4).�¬©�: �§¦ «�¤ (1.23) §� ¨¤¦¬£�2(x� 2) + 3(y � 4) + 4(z + 1) = 0�§¢¦§¦ à¤«�ª «�¤ (1.23) £§¦¨¦¬£� ¤� ¥�¤��¨�¯¦¬£� «�¤ �¥ ©à©� �¤¦ª �§ §��¦¬©�¤ ax+ by + cz = d; ¦§¦¬ d = ax0 + by0 + cz0�«�¤ §�¨�§�¤à �¥ ©à©� §�¨�«�¨¦¬£� ¦«  ¦®  ¦¢� «� a; b; c � ¤�  £���¤ (� �« ?).�§ ©�ª, ¦  ©¬¤«�¢�©«�ª «à¤ x; y; z £�ª � ¤¦¬¤ « ª ©¬¤ ©«à©�ª «¦¬ ¡���«¦¬ � �-¤¬©£�«¦ª ©«¦ �§ §��¦.��¨��� �£� 26 �¨� «� £ � �¥ ©à©� «¦¬ �§ §��¦¬ §¦¬ � �¨®�«�  �§¦ «� ©�£� �P = (1; 0; 2); Q = (3;�1; 6) ¡�  R = (5; 2; 4).�¬©�: �©«à «� � �¤¬©£�«� v = �!PQ= (2;�1; 4);w = �!PR= (4; 2; 2). �§� �� «�v;w �¤�¡¦¬¤ ©«¦ �§ §��¦, «¦ �¥à«�¨ ¡¦ «¦¬ª � ¤¦£�¤¦ v�w = n �� � ¤�  � ¤� � �¤¬©£� ¡���«¦ ©«¦ �§ §��¦. �«© n = v�w = ������� e1 e2 e32 �1 44 2 2 ������� = �10e1 + 12e2 + 8e3¡�  £ � �¥ ©à©� «¦¬ �§ §��¦¬ � ¤�  ��10(x � 1) + 12(y � 0) + 8(z � 2) = 0



34 ����� ����������¨��� �£� 27 �¨� «� «¦ ©�£� ¦ «¦£�ª «�ª �¬�� �ª � £� �¥ ©à©�: x =2 + 3t; y = �4t; z = 5 + t ¡�  «¦¬ �§ §��¦¬ 4x+ 5y � 2z = 18.�¬©�: �¤« ¡�� ©«¦¬£� «� x; y; z «�ª �¬�� �ª ©«�¤ �¥ ©à©� «¦¬ �§ §��¦¬, ¡� �®¦¬£�: 4(2 + 3t) + 5(�4t)� 2(5 + t) = 18 () t = �2�«© , «¦ ¡¦ ¤¦ ©�£� ¦ �¤« ©«¦ ®�  ©«�¤ « £� t = �2. �¦«� x = �4; y = 8; z = 3,¡�  «¦ ©�£� ¦ � ¤�  «¦ (�4; 8; 3).�¬¦ �§ §��� � ¤�  §�¨�¢¢�¢� ¦«�¤ «� � �¤¬©£�«� ¡���«� ©� �¬«� � ¤�  �§ ©�ª§�¨�¢¢�¢�. � � §�¨��� �£�, «� �§ §��� x+ 2y � 3z = 4 ¡�  2x+ 4y � 6z = 3� ¤�  §�¨�¢¢�¢� � ¦«  � � «� ¡���«� «¦¬ª � �¤¬©£�«� v1 = (1; 2;�3) ¡�  v2 =(2; 4;�6)  ©®¬�  v2 = 2v1. �¤ �¬¦ �§ §��� ��¤ � ¤�  §�¨�¢¢�¢�, «¦«� «�£¤¦¤«� ©� £ � �¬�� �.��¨��� �£� 28 �¨� «� £ � §�¨�£�«¨ ¡� �¥ ©à©� «�ª «¦£�ª «à¤ �§ §��à¤ x+y + z = 1 ¡�  x� 2y + 3z = 1.�¬©�: � � ¤� �¨¦¬£� £ � «�«¦ � �¥ ©à©�, �� §¨�§�  ¤� ¢¬©¦¬£� «¦ ©¬©«�£��¬«à¤ «à¤ �¬¦ �¥ ©à©�à¤. �®¦¬£� ¢¦ §¦¤, x+ y = 1� z, x� 2y = 1� 3z ¡� �«©  y = 23z, x = 1� 53z. �§¦«� � ¢¬©� «¦¬ ©¬©«�£�«¦ª � ¤�  �x = 1� 53z; y = 23z; z = z; z 2 R� ¦§¦ � ��¤ � ¤�  « §¦«� �¢¢¦ �§¦ £ � §�¨�£�«¨ ¡� �¥ ©à©� «�ª (�¬�� �ª) «¦£�ª«à¤ �¬¦ �§ §��à¤, £� §�¨�£�«¨¦, ���� �, «¦ z.��¨��� �£� 29 �¨� «� «¦¤ «¬§¦ � � «�¤ �§¦©«�©� D £�«�¥¬ �¤¦ª ©�£� ¦¬P = (x1; y1; z1) ¡�  «¦¬ �§ §��¦¬ ax+ by + cz = d.�¬©�: �©«à «¬®� ¦ ©�£� ¦ (x0; y0; z0) «¦¬ �§ §��¦¬ ¡�  �©«à b = (x1�x0; y1�y0; z1 � z0). �©«à v «¦ ¡���«¦ � �¤¬©£� ©«¦ �§ §��¦, ¡�  � � �à¤ � £�«�¥¬«¦¬ b ¡�  «¦¬ v. �¦«�D = jbjj cos �j = jv � bjjvj= ja(x1 � x0) + b(y1 � y0) + c(z1 � z0)jpa2 + b2 + c2= j(ax1 + by1 + cz1)� (ax0 + by0 + cz0)jpa2 + b2 + c2�§� �� «¦ ©�£� ¦ (x0; y0; z0) �¤�¡�  ©«¦ �§ §��¦, §¨�§�  ¤�  ©®¬�  ax0 + by0 +cz0 = d, ¡�  �«©  �®¦¬£� «¦¤ «¬§¦D = jax1 + by1 + cz1 � djpa2 + b2 + c2 (1.24)



�������� ��������� �������� 35�������� 1.31 �¨� «� §�¨�£�«¨ ¡�ª �¥ ©à©� ª «à¤ �¬�� à¤ §¦¬ � �¨®¦¤«�  �§¦ «¦ �¦��¤ ©�£� ¦ ¡�  � ¤� §�¨�¢¢�¢�ª ©«¦ � �¤¬©£� v.� (3;�1; 8); v = (2; 3; 1)� (�2; 3; 6); v = (3;�1; 5)� (0; 1; 2); v = 6e1 + 3e2 � 7e32 �¨� «� §�¨�£�«¨ ¡�ª �¥ ©à©� ª «à¤ �¬�� à¤ §¦¬ � �¨®¦¤«�  �§¦ «� �¦��¤«� ©�£� �.� (2; 1; 8); (3; 0;4)� (�1; 4;�2); (3; 2;�6)� (3; 1; 12 ); (�1; 4; 1)3 �� ¥«� ¦«  � �¬�� � §¦¬ � �¨®�«�  �§¦ «� ©�£� � (2;�1;�5) ¡�  (8; 8; 7) � ¤�  §�¨�¢¢�¢�©«�¤ �¬�� � §¦¬ §�¨¤��  �§¦ «� (4; 2;�6) ¡�  (8; 8; 2). �§ ©�ª, �¨� «� �¥ ©à©� �¬�� �ª §¦¬� �¨®�«�  �§¦ «¦ (0; 2;�1) ¡�  � ¤�  §�¨�¢¢�¢� ©«�¤ �¬�� � x = 1 + 2t; y = 3t; z = 5� 7t.4 �§¦­�© ©«� �¤ ¦  �¬�� �ª L1 ¡�  L2 � ¤�  §�¨�¢¢�¢�ª, �©¬£��«�ª ã �¤ «�£¤¦¤«� . �¤«�£¤¦¤«� , �¨� «� «¦ ©�£� ¦ «¦£�ª «¦¬ª.L1 : x = �6t; y = 1 + 9t; z = �3t;L2 : x = 1 + 2s; y = 4� 3s; z = sL1 : x = 1 + t; y = 2� t; z = 3t;L2 : x = 2� s; y = 1 + 2s; z = 4 + s5 �¨� «� «�¤ �¥ ©à©� «¦¬ �§ §��¦¬ §¦¬ � �¨®�«�  �§¦ «¦ �¦��¤ ©�£� ¦ ¡�  � ¤�  ¡���«¦ ©«¦� �¤¬©£� v.� (1; 4; 5); v = (7; 1; 4)� (�5; 1; 2); v = (3;�5; 2)� (3; 2; 1); v = (3; 2; 1)� (1; 4; 8); v = �e1 + 4e36 �¨� «� «�¤ �¥ ©à©� «¦¬ �§ §��¦¬ §¦¬ §�¨¤��  �§¦ «¦ �¦��¤ ©�£� ¦ ¡�  � ¤�  §�¨�¢¢�¢¦ ©«¦�¦��¤ �§ §��¦:� (6; 5;�2); x+ y � z + 1 = 0� (3; 0; 8); 2x+ 5y + 8z = 17� (�1; 3;�8); 3x� 4y � 6z = 97 �¨� «� «�¤ �¥ ©à©� «¦¬ �§ §��¦¬ §¦¬ � �¨®�«�  �§¦ «� �¦��¤«� ©�£� �:� (0; 0; 0); (1; 1;1); (1;2;3)



36 ����� ��������� (�1; 1;�1); (1;�1; 2); (4; 0;3)� (1; 0;�3); (0;�2;�4); (4; 1;6)8 �¨� «� «�¤ �¥ ©à©� «¦¬ �§ §��¦¬ §¦¬ §�¨¤��  �§¦ «¦ �¦��¤ ©�£� ¦ ¡�  §�¨ �®�  «�¤ �¦�� ©��¬�� �:� (1; 6;�4); x= 1 + 2t; y = 2� 3t; z = 3� t� (�1;�3; 2); x = �1 � 2t; y = 4t; z = 2 + t� (0; 1; 2); x= y = z9 �§¦­�© ©«� �¤ «� �§¦£�¤� �§ §��� � ¤�  §�¨�¢¢�¢� ã ¦® . �«�¤ §�¨ §«à©� §¦¬ ��¤ � ¤� §�¨�¢¢�¢�, �¨� «� §�¨�£�«¨ ¡�ª �¥ ©à©� ª «�ª «¦£�ª «¦¬ª.� x+ z = 1; y + z = 1� �8x� 6y + 2z = 1; z = 4x+ 3y� x+ 4y � 3z = 1;�3x+ 6y + 7z = 0� x+ y � z = 2; 3x� 4y + 5z = 610 �¨� «� «�¤ �¥ ©à©� «¦¬ �§ §��¦¬ §¦¬ «� ©�£� � «¦¬ �§�®¦¬¤ �¥ ©¦¬ �§¦ «� �¦��¤«� ©�£� �:� (1; 1; 0); (0; 1;1)� (�4; 2; 1); (2;�4; 3)11 �¨� «� «�¤ �¥ ©à©� «¦¬ �§ §��¦¬ §¦¬ §�¨ �®�  «�¤ «¦£� «à¤ �§ §��à¤ x+ y � z = 2 ¡� 2x� y + 3z = 1 ¡�  � �¨®�«�  �§¦ «¦ ©�£� ¦ (�1; 2; 1).12 �§¦�� ¥«� ¦«  � �§¦©«�©� £�«�¥¬ «à¤ §�¨�¢¢�¢à¤ �§ §��à¤ ax + by + cz = d1 ¡� ax+ by + cz = d2 � ¤�  D = jd1 � d2jpa2 + b2 + c213 �¨�© £¦§¦ à¤«�ª «�¤ §�¨�§�¤à �©¡�©�, ã £� �¢¢¦¤ «¨¦§¦, �¨� «� «�¤ (�¢�® ©«�) �§¦-©«�©� £�«�¥¬ «à¤ �©¬£��«à¤ �¬�� à¤ L1 : x = 1 + t; y = 1 + 6t; z = 2t ¡�  L2 : x =1 + 2s; y = 5 + 15s; z = �2 + 6s.


