ΤΟ ΔΥΪΚΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΣΤΟΝ ΓΡΑΜΜΙΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟ 

Ορισμός

Ένα πρόβλημα μεγιστοποίησης στη κανονική του μορφή εμφανίζεται όπως παρακάτω:
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Το δυϊκό πρόβλημα του παραπάνω γραμμικού προγράμματος είναι επίσης ένα γραμμικό πρόγραμμα ελαχιστοποίησης, το οποίο στη κανονική του μορφή εκφράζεται όπως παρακάτω:
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Το αρχικό πρόβλημα (1) λέγεται πρωτεύον (primal), ενώ το δεύτερο πρόβλημα (2) λέγεται δυϊκό (dual).

Εάν το πρωτεύον πρόβλημα είναι ένα γραμμικό πρόβλημα ελαχιστοποίησης, τότε η κανονική του μορφή είναι του τύπου (2), ενώ το αντίστοιχο δυϊκό του πρόβλημα  είναι του τύπου (1).

Η έκφραση του πρωτεύοντος και του αντίστοιχου δυϊκού του, εκφράζεται με τη μορφή μητρών ως ακολούθως:

 max {z = ct x |  Ax ( b, x (
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Κατά συνέπεια, για κάθε γραμμικό πρόγραμμα (πρωτεύον) ορίζεται ένα δυϊκό γραμμικό πρόγραμμα το οποίο έχει τόσες μεταβλητές αποφάσεως  u>0, όσοι και οι περιορισμοί του πρωτεύοντος (με αντιστοιχία 1 προς 1) και περιορισμούς όσες και οι μεταβλητές απόφασης του αρχικού προγράμματος
Για τη μετατροπή ενός πρωτεύοντος προβλήματος Γ.Π. στο αντίστοιχο δυϊκό του, απαιτείται η κατ’αρχήν η έκφρασή του στην κανονική του μορφή (canonical form). 

Κατόπιν, η μετατροπή του πρωτεύοντος στο δυϊκό του πρόβλημα γίνεται με την ακόλουθη αντιστοιχεία:

Σχέση πρωτεύοντος – δυϊκού γραμμικού προβλήματος

	Πρωτεύον
	Δυϊκό

	Πρόβλημα μεγιστοποίησης ([max]z)
	Πρόβλημα ελαχιστοποίησης ([min]y)

	Περιορισμός i, τύπου ≤
	Μεταβλητή ui ≥ 0

	Μεταβλητή xj ≥ 0
	Περιορισμός j, τύπου ≥

	Οικονομικός συντελεστής (συντελεστής αντικειμενικής συνάρτησης)
	Συντελεστής β’ μέλους (περιορισμός)

	Συντελεστής β’ μέλους (περιορισμός)
	Οικονομικός συντελεστής (συντελεστής αντικειμενικής συνάρτησης)


Το δυϊκό πρόβλημα του δυϊκού είναι το πρωτεύον.

Η επίλυση του δυϊκού γραμμικού προγράμματος με τη μέθοδο Simplex
· Είναι δυνατή η άμεση παραγωγή της άριστης λύσης του δυϊκού από την άριστη λύση του πρωτεύοντος .

· Σε πολλές περιπτώσεις επίλυσης γραμμικού προγράμματος είναι προτιμότερο από πλευράς οικονομίας υπολογιστικού χρόνου, να επιλύεται το δυϊκό αντί του πρωτεύοντος, ειδικότερα όταν στο πρωτεύον η πλειοψηφία των περιορισμών είναι τύπου « ( ». Κατ’αυτό τον τρόπο αποφεύγεται η διαδικασία εισαγωγής και κατόπιν εξαγωγής πληθώρας τεχνητών μεταβλητών (μέθοδος Μ, μέθοδος δυο Φάσεων).  

Παράδειγμα αναφοράς

	Πρωτεύον
	Δυϊκό

	[max] z = 4x1 +3x2
	[min] y = 8u1+6u2+15u3+18u4

	Υπό τους περιορισμούς
	υπό τους περιορισμούς

	x1   ( 8  
	u1  +  u3 +2u4 ( 4

	   x2   ( 6
	  u2 + 2u3 + u4 ( 3

	x1+2 x2( 15
	u1( 0, u2( 0, u3( 0, u4( 0,

	2x1+x2( 18
	

	x1( 0, x2( 0
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Πρωτεύον πρόβλημα (Primal) 
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	Πίνακας α. Τελικός πίνακας SIMPLEX III του πρωτεύοντος προβλήματος
	
	Πίνακας β. Τελικός πίνακας SIMPLEX IV του δυϊκού προβλήματος

	MAX
	0
	0
	0
	8000
	5000
	
	MIN
	0
	0
	60
	2000
	300000

	CB
	B
	PO 
	t1
	t2
	t3
	x1
	x2
	
	CB
	B
	PO 
	t1
	t2
	u1
	u2
	u3

	5000
	x2
	48,89
	1,556
	-0,022
	0
	0
	1
	
	2000
	u2
	66,67
	-0,02225
	0,022252
	0
	1
	44,44

	8000
	x1
	11,11
	-0,556
	0,022
	0
	1
	0
	
	60
	u1
	3333
	0,55655
	-1,55655
	1
	0
	2889

	0
	t3
	37778
	-2889
	-44,4
	1
	0
	0
	
	   Z0
	333333
	zj-cj│-11,11
	-48,89
	0
	0
	-37778

	  - Z0
	-333333
	cj-zj│-3333
	-66,67
	0
	0
	0
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Όπως φαίνεται στον προηγούμενο πίνακα η επίλυση του πρωτεύοντος καταλήγει στην ίδια τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης με την επίλυση του δυϊκού, δηλαδή -333.333 στο πρωτεύον και 333.333 στο δυϊκό. Οι τιμές της άριστης λύσης στον τελικό πίνακα του πρωτεύοντος είναι αντιστοίχως 48,89, 11,11 και 37778 οι οποίες εμφανίζονται ως σκιώδεις τιμές στον τελικό πίνακα του δυϊκού, ενώ οι σκιώδεις τιμές που εμφανίζονται στον τελικό πίνακα του πρωτεύοντος (-3333 και 66,67)  παρουσιάζοντες ως οι τιμές της άριστης λύσης του δυϊκού προβλήματος.
Συνεπώς στον υπολογισμό της τιμής της αντικειμενικής συνάρτησης του πρωτεύοντος προβλήματος, όπως φαίνεται στον προηγούμενο Πίνακα α, εμπλέκονται οι οικονομικοί συντελεστές των μεταβλητών απόφασης x2 και  x1 που αποτελούν την  άριστη λύση. Οι οικονομικοί συντελεστές καταγράφονται στην στήλη CB με τιμές 5000 και 8000.

Ομοίως κατά τον υπολογισμό της τιμής της αντικειμενικής συνάρτησης του δυϊκού προβλήματος, με βάση τα στοιχεία του προηγούμενου Πίνακα β, χρησιμοποιούνται οι οικονομικοί συντελεστές των μεταβλητών απόφασης u2 και u1 που αποτελούν την  άριστη λύση. Οι οικονομικοί συντελεστές καταγράφονται στην στήλη CB με τιμές 2000 και 60, που στην πράξη αντιπροσωπεύουν τα β’μέλη των περιορισμών του πρωτεύοντος προβλήματος οι οποίοι έχουν εξαντληθεί κατά την επίτευξη της άριστης λύσης του.

Οι δυο πίνακες, Πίνακας α και Πίνακας β αποτελούν τους τελικούς πίνακες του πρωτεύοντος και δυϊκού προβλήματος αντιστοίχως, αφού στην τελευταία γραμμή τους  cj-zj (για το πρωτεύον) και zj-cj (για το δυϊκό) δεν υπάρχουν θετικές τιμές. Εάν υπήρχε έστω και μια θετική τιμή, θα έπρεπε η διαδικασία του αλγορίθμου SIMPLEX να συνεχισθεί και συνεπώς θα υπολογιζόταν μια νέα άριστη λύση.
Η ανάλυση ευαισθησίας υπολογίζει αφενός:

1) Με βάση τον Πίνακα α, τα όρια των τιμών των οικονομικών συντελεστών που αφορούν τις μεταβλητές απόφασης x2 και  x1, μέσα στα οποία οι τιμές στην τελευταία γραμμή cj-zj του τελικού πίνακα του πρωτεύοντος, να διατηρούνται αρνητικές ή μηδενικές. Μέσα στα όρια αυτά η άριστη λύση του πρωτεύοντος παραμένει σταθερή.
2) Με βάση τον Πίνακα β, τα όρια των τιμών των οικονομικών συντελεστών που αφορούν τις μεταβλητές απόφασης u2 και u1, και που έχουν ως οικονομικούς συντελεστές τα β’μέλη των περιορισμών του πρωτεύοντος προβλήματος,   ώστε εντός των ορίων οι τιμές στην τελευταία γραμμή zj-cj  του τελικού πίνακα του δυϊκού, να διατηρούνται αρνητικές ή μηδενικές. Μέσα στα όρια αυτά, που στην πράξη αφορούν τις τιμές των β’ μελών των περιορισμών του πρωτεύοντος προβλήματος, η άριστη λύση του δυϊκού παραμένει σταθερή, δηλαδή οι σκιώδεις τιμές του πρωτεύοντος προβλήματος παραμένουν σταθερές.

Για να γίνει κατανοητοί οι υπολογισμοί της ανάλυσης ευαισθησίας, θα χρησιμοποιηθεί ως παράδειγμα, στον Πίνακα α,  ο οικονομικός συντελεστής της μεταβλητής απόφασης  x2 που στην στήλη CB εμφανίζεται με τιμή 5000.  
Διατηρώντας την τιμή αυτή (δηλ. 5000) γίνονται οι υπολογισμοί στην γραμμή cj-zj .

Δηλαδή η τιμή στο κελί  ct1-zt1  υπολογίζεται ως εξής: 0 - [(5000 x 1,556) + (8000 x -0,556)  + (0 x -2889)] = -3333, 
ενώ η τιμή στο κελί ct2-zt2  υπολογίζεται ως εξής: 0 - [(5000 x -0,022) + (8000 x 0,022)  + (0 x -44,4)] = -66,67
Εάν η τιμή 5000 μπορεί να μεταβληθεί εισάγοντας ένα τελεστή a, τότε η νέα τιμή του  
5000 x (1+ a) θα πρέπει να δίνει ως αποτελέσματα στα κελιά ct1-zt1 και στο κελί ct2-zt2 , το πολύ μηδενικά (και όχι θετικά) για να διατηρηθεί η υπολογιζόμενη άριστη λύση. 
Συνεπώς;
1) 0 - [(5000 x a x 1,556) ] = 3333 → - 7780 x a = 3333 → a = - (3333/7780) → 
a = - 0,42857.  Συνεπώς εάν ο οικονομικός συντελεστής της μεταβλητής απόφασης x2 μειωθεί περισσότερο από 0,42857 x 5000 = 2142,85 τότε μόνον θα έχουμε αλλαγή της άριστης λύσης σε σχέση με την υφιστάμενη.
2) 0 - [(5000 x a x -0,022) ] = 66,67 → 110 x a = 66,67 → a = 66,67/110 → 

a = 0,6. Συνεπώς εάν ο οικονομικός συντελεστής της μεταβλητής απόφασης x2 αυξηθεί περισσότερο από 0,6 x 5000 = 3000 τότε μόνον θα έχουμε αλλαγή της άριστης λύσης σε σχέση με την υφιστάμενη.

Άρα η επιτρεπόμενη αύξηση και η επιτρεπόμενη μείωση του οικονομικού συντελεστή της μεταβλητής x2 , ώστε να παραμείνει η υφιστάμενη άριστη λύση, φαίνονται συγκεντρωτικά στον παρακάτω πίνακα:
	Επιτρεπόμενη αύξηση
	Υφιστάμενος οικονομικός συντελεστής  cx2
	Επιτρεπόμενη μείωση

	3000
	5000
	2142,85 


Με την ίδια μεθοδολογία υπολογίζονται αφενός η επιτρεπόμενη αύξηση και μείωση των οικονομικών συντελεστών των μεταβλητών απόφασης (Πίνακας α), καθώς και η επιτρεπόμενη αύξηση και μείωση των β’μελών των περιορισμών του πρωτεύοντος προβλήματος (Πίνακας β).
Δηλαδή η ανάλυση ευαισθησίας του πρωτεύοντος προβλήματος συνοψίζεται τελικά στον παρακάτω πίνακα:
	Οικονομικοί συντελεστές
	Επιτρεπόμενη αύξηση
	Υφιστάμενος οικονομικός συντελεστής 
	Επιτρεπόμενη μείωση

	 cx1
	6000
	8000
	3000

	 cx2
	3000
	5000
	2142,85 

	
	
	
	

	β' μέλη των περιορισμών του πρωτεύοντος προβλήματος
	Επιτρεπόμενη αύξηση
	Υφιστάμενο β'μέλος των περιορισμών 
	Επιτρεπόμενη μείωση

	1ος περιορισμός
	13.1
	60
	31.4

	2ος περιορισμός
	850
	2000
	500

	3ος περιορισμός
	 +∞
	300000
	37777.8
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