
∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ

Εργαστήριο #11

Ονοµατεπώνυµο

Αριθµός Μητρώου

Τµήµα

1. Υπολογίστε το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα του διανυσµατικού πεδίου

F (x, y, z) =
(√

z,−2x,
√
y
)

κατά µήκος της καµπύλης r : [0, 1] → R
3, r(t) = (t, t2, t4) .

1′. ΄Οµοια για την καµπύλη q : [0, 1] → R
3, q(t) = (t, t, t) .

1′′. Είναι το παραπάνω διανυσµατικό πεδίο F συντηρητικό ;

2. Βρείτε, αν υπάρχει, συνάρτηση δυναµικού για το διανυσµατικό πεδίο

F (x, y) =

(

2x

y
,
1− x2

y2

)

.

2′. ΄Οµοια για το διανυσµατικό πεδίο F (x, y) = (4x, ey) .

3. Βρείτε, αν υπάρχει, συνάρτηση δυναµικού για το διανυσµατικό πεδίο

F (x, y, z) =

(

ex ln y,
ex

y
+ sin z, y cos z

)

.

3′. ΄Οµοια για το διανυσµατικό πεδίο F (x, y, z) = (x2 + y, y2 + x, zez) .

4. Να υπολογίσετε το έργο του

F (x, y, z) =

(

ex ln y,
ex

y
+ sin z, y cos z

)

κατά µήκος του ευθυγράµµου τµήµατος από το σηµείο (0, 1, 0) στο σηµείο (1, 1, π/2).

4′. Να υπολογίσετε το έργο του F (x, y, z) =
(

x2 + y, y2 + x, zez
)

από το σηµείο (−1, 3, 1)

στο σηµείο (3, 5, 0) κατά µήκος της καµπύλης

r(t) =

(

−1 + t, 3 +
√
t, 1− t

4

)

, t ∈ [0, 4].



Λύσεις Ασκήσεων Εργαστηρίου #11

1. Υπολογίζουµε r′(t) = (1, 2t, 4t3) και

F
(

r(t)
)

= F
(

t, t2, t4
)

=
(√

t4,−2t,
√
t2
)

=
(

t2,−2t, t
)

και έχουµε

∮

r

F ds =

∫

1

0

F
(

r(t)
)

· r′(t) dt =
∫

1

0

(

t2,−2t, t
)

·
(

1, 2t, 4t3
)

dt

=

∫

1

0

(

t2 − 4t2 + 4t4
)

dt =

∫

1

0

(

−3t2 + 4t4
)

dt

=

[

−t3 +
4

5
t5
]t=1

t=0

= −1 +
4

5
= −1/5.

1′. Για την καµπύλη q(t) = (t, t, t) υπολογίζουµε q′(t) = (1, 1, 1) και

F
(

q(t)
)

= F
(

t, t, t
)

=
(√

t,−2t,
√
t
)

και έχουµε

∮

q

F ds =

∫

1

0

F
(

q(t)
)

· q′(t) dt =
∫

1

0

(√
t,−2t,

√
t
)

· (1, 1, 1) dt

=

∫

1

0

(

2
√
t− 2t

)

dt =

[

4

3

√
t3 − t2

]t=1

t=0

=
4

3
− 1 = 1/3

1′′. Οι καµπύλες r και q έχουν κοινά άκρα (τα σηµεία (0, 0, 0) και (1, 1, 1)). Αφού το

ολοκλήρωµα του διανυσµατικού πεδίου F κατά µήκος των καµπυλών r και q είναι

διαφορετικό,
∮

r

F ds = −1

5
6= 1

3
=

∮

q

F ds

είναι προφανές ότι το ολοκλήρωµα του F δεν είναι ανεξάρτητο της διαδροµής. ΄Αρα το

F δεν είναι συντηρητικό.

Αυτό προκύπτει και από το γεγονός ότι
∂F1

∂y
6= ∂F2

∂x
:

∂F1

∂y
=

∂

∂y

(√
z
)

= 0 6= −2 =
∂

∂x

(

−2x
)

=
∂F2

∂x
.

2. Για την ύπαρξη συνάρτησης δυναµικού ελέγχουµε εάν ισχύει η σχέση
∂F1

∂y
=

∂F2

∂x
:

∂F1

∂y
=

∂

∂y

(

2x

y

)

= −2x

y2
=

∂

∂x

(

1− x2

y2

)

=
∂F2

∂x
.

Για τον υπολογισµό της συνάρτησης f(x, y) έτσι ώστε

F (x, y) = ∇f δηλαδή

(

2x

y
,
1− x2

y2

)

=

(

∂f

∂x
,
∂f

∂y

)
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έχουµε :
∂f

∂x
=

2x

y
=⇒ f(x, y) =

x2

y
+ g(y)

και
1− x2

y2
=

∂f

∂y
=

∂

∂y

(

x2

y
+ g(y)

)

= −x2

y2
+

d

dy
g(y).

Από την παραπάνω σχέση προκύπτει ότι
dg

dy
=

1

y2
και άρα g(y) = −1

y
.

Τελικά έχουµε f(x, y) =
x2

y
− 1

y
.

2′. Αφού ισχύει
∂F1

∂y
=

∂F2

∂x
:

∂F1

∂y
=

∂

∂y

(

2x
)

= 0 =
∂

∂x

(

ey
)

=
∂F2

∂x

υπάρχει συνάρτηση δυναµικού για το F (x, y) = (4x, ey) .

Για τον υπολογισµό της συνάρτησης f(x, y) έτσι ώστε

F (x, y) = ∇f δηλαδή (4x, ey) =

(

∂f

∂x
,
∂f

∂y

)

έχουµε :
∂f

∂x
= 4x =⇒ f(x, y) = 2x2 + g(y)

και

ey =
∂f

∂y
=

∂

∂y

(

2x2 + g(y)
)

= 0 +
d

dy
g(y).

Αρα
dg

dy
= ey =⇒ g(y) = ey.

Τελικά έχουµε f(x, y) = 2x2 + ey.

3. Εκτελώντας τις µερικές παραγωγίσεις ελέγχουµε ότι οι ισότητες

∂F1

∂y
=

∂F2

∂x
,
∂F1

∂z
=

∂F3

∂x
,
∂F2

∂z
=

∂F3

∂y

ισχύουν για το διανυσµατικό πεδίο F (x, y, z) =

(

ex ln y,
ex

y
+ sin z, y cos z

)

:

∂F1

∂y
=

∂

∂y

(

ex ln y
)

=
ex

y
=

∂

∂x

(

ex

y
+ sin z

)

=
∂F2

∂x
,

∂F1

∂z
=

∂

∂z

(

ex ln y
)

= 0 =
∂

∂x

(

y cos z
)

=
∂F3

∂x
,

∂F2

∂z
=

∂

∂z

(

ex

y
+ sin z

)

= cos z =
∂

∂y

(

y cos z
)

=
∂F3

∂y
.

Συνεπώς υπάρχει συνάρτηση δυναµικού και για τον υπολογισµό της συνάρτησης f(x, y, z)

έτσι ώστε

F (x, y, z) = ∇f δηλαδή

(

ex ln y,
ex

y
+ sin z, y cos z

)

=

(

∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

)
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έχουµε :
∂f

∂x
= ex ln y =⇒ f(x, y, z) = ex ln y + g(y, z) (1)

και
ex

y
+ sin z =

∂f

∂y
=

∂

∂y

(

ex ln y + g(y, z)
)

=
ex

y
+

∂

∂y
g(y, z).

Αρα
∂

∂y
g(y, z) = sin z =⇒ g(y, z) = y sin z + h(z) και η σχέση (1) γίνεται

f(x, y, z) = ex ln y + g(y, z) = ex ln y + y sin z + h(z).

Τέλος, υπολογίζουµε την h(z) ως εξής :

y cos z =
∂f

∂z
=

∂

∂z

(

ex ln y + y sin z + h(z)
)

= 0 + y cos z +
d

dz
h(z).

Από την τελευταία σχέση προκύπτει ότι
dh

dz
= 0 συνεπώς h(z) = C,C ∈ R.

Τελικά έχουµε f(x, y, z) = ex ln y + y sin z + C.

3′. Εκτελώντας τις µερικές παραγωγίσεις ελέγχουµε ότι οι ισότητες

∂F1

∂y
=

∂F2

∂x
,
∂F1

∂z
=

∂F3

∂x
,
∂F2

∂z
=

∂F3

∂y

ισχύουν για το διανυσµατικό πεδίο F (x, y, z) =
(

x2 + y, y2 + x, zez
)

:

∂

∂y

(

x2+y
)

= 1 =
∂

∂x

(

y2+x
)

,
∂

∂z

(

x2+y
)

= 0 =
∂

∂x

(

zez
)

,
∂

∂z

(

y2+x
)

= 0 =
∂

∂y

(

zez
)

.

Συνεπώς υπάρχει συνάρτηση δυναµικού και για τον υπολογισµό της συνάρτησης f(x, y, z)

έτσι ώστε

F (x, y, z) = ∇f δηλαδή
(

x2 + y, y2 + x, zez
)

=

(

∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

)

έχουµε :
∂f

∂x
= x2 + y =⇒ f(x, y, z) =

x3

3
+ yx+ g(y, z) (2)

και

y2 + x =
∂f

∂y
=

∂

∂y

(x3

3
+ yx+ g(y, z)

)

= 0 + x+
∂

∂y
g(y, z).

Αρα
∂

∂y
g(y, z) = y2 =⇒ g(y, z) = y3/3 + h(z) και η σχέση (2) γίνεται

f(x, y, z) =
x3

3
+ yx+ g(y, z) =

x3

3
+ yx+

y3

3
+ h(z).

Τέλος, υπολογίζουµε την h(z) ως εξής :

zez =
∂f

∂z
=

∂

∂z

(

x3

3
+ yx+

y3

3
+ h(z)

)

= 0 + 0 + 0 +
d

dz
h(z).

Από την τελευταία σχέση προκύπτει ότι
dh

dz
= zez και µε στοιχειώδη ολοκλήρωση

ϐρίκσουµε h(z) =
∫

zez dz = (z − 1)ez.

Τελικά έχουµε f(x, y, z) =
x3

3
+ yx+

y3

3
+ (z − 1)ez.
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4. Στην άσκηση 3 ϐρήκαµε ότι η f(x, y, z) = ex ln y + y sin z + C είναι συνάρτηση δυνα-

µικού για το διανυσµατικό πεδίο

F (x, y, z) =

(

ex ln y,
ex

y
+ sin z, y cos z

)

.

΄Αρα το ολοκληρωµα του F κατά µήκος µιας οιασδήποτε καµπύλης εξερτάται µόνο από

τα άκρα της καµπύλης και συγκεκριµένα

∮

F ds = f(1, 1, π/2)− f(0, 1, 0) =
(

e ln 1 + 1 sin
π

2

)

− (e0 ln 1 + 1 sin 0) = 1− 0 = 1

4′. Στην άσκηση 3′ ϐρήκαµε ότι η f(x, y, z) =
x3

3
+ yx+

y3

3
+ (z − 1)ez είναι συνάρτηση

δυναµικού για το διανυσµατικό πεδίο F (x, y, z) = (x2 + y, y2 + x, zez) .

΄Αρα το ολοκληρωµα του F κατά µήκος µιας οιασδήποτε καµπύλης εξερτάται µόνο από

τα άκρα της καµπύλης και συγκεκριµένα

∮

r

F ds = f(3, 5, 0)− f(−1, 3, 1) =

(

33

3
+ 15 +

53

3
− 1

)

−
(

−1

3
− 3 + 9 + 0

)

= 59.
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