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Τµήµα

1. Βρείτε 3 διαφορετικές παραµετρήσεις ri : [0, 1] → R
2, i = 1, 2, 3 για το τµήµα του

γραφήµατος της f(x) = x3 + 1 από το σηµείο (0, 1) έως το σηµείο (1, 2).

Υπάρχει παραµέτρηση µε πεδίο ορισµού το [0, 2]?

1′. ΄Οµοια για την συνάρτηση g(x) = x2/2 από το σηµείο (0, 0) έως το σηµείο (2, 2).

2. Να ϐρεθεί µία παραµέτρηση για το ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει τα σηµεία A =

(a1, a2, a3) και B = (b1, b2, b3) στον R
3.

2′. ΄Οµοια για τα σηµεία (1, 2), (1,−3) ∈ R
2 και τα σηµεία (1, 2, 3), (0,−1, 1) ∈ R

3.

3. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x, y) = x3/y και η καµπύλη C να είναι το τµήµα του γρα-

ϕήµατος της y = x2/2 από το σηµείο (0, 0) έως το σηµείο (2, 2). Να υπολογίσετε το

επικαµπύλιο ολοκλήρωµα της f κατά µήκος της καµπύλης C.

3′. ΄Οµοια για την συνάρτηση f(x, y, z) = x + y + z και την καµπύλη C να είναι το

ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει τα σηµεία (1, 2, 3), (0,−1, 1) ∈ R
3.

4′. Να υπολογίσετε το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα της f(x, y) = 3x + 2y κατά µήκος του

τµήµατος του κύκλου κέντρου (0, 0) και ακτίνας 2 που ϐρίσκεται στο πρώτο τεταρτη-

µόριο.



Λύσεις Ασκήσεων Εργαστηρίου #10

1. Το γράφηµα της συνάρτησης f(x) = x3 + 1 απαρτίζεται από όλα τα σηµεία του R
2 της

µορφής (x, f(x)) . Αυτό καθορίζει µία παραµέτρηση

r1 : [0, 1] → R
2 µε r1(t) =

(

t, t3 + 1
)

.

Αν ρ : [a, b] → [0, 1] είναι µια οιαδήποτε συνεχής και αµφιµονοσήµαντη συνάρτηση τότε

η σύνθεση

[a, b] [0, 1] R
2

ρ

r1◦ρ

r1

είναι µια παραµέτρηση της καµπύλης. Για παράδειγµα, η συνάρτηση

ρ : [0, 2] → [0, 1] : ρ(s) = s/2

είναι 1-1 και επί και έτσι η σύνθεση

[0, 2] R
2 : (r1 ◦ ρ) (s) = r1 (ρ(s)) = r1

(

s
2

)

=
(

s
2
,
(

s
2

)3

+ 1
)

r1◦ρ

είναι µια παραµέτρηση µε πεδίο ορισµού το [0, 2].

΄Οµοια, οι συναρτήσεις ρn : [0, 1] → [0, 1], ρn(s) = sn, n ∈ N δίνουν παραµετρήσεις

rn : [0, 1] R
2 : rn (s) = (r1 ◦ ρn) (s) = r1 (ρn(s)) = r1 (s

n)
(

sn, (sn)3 + 1
)

.
r1◦ρn

1′. Το γράφηµα της συνάρτησης g(x) = x2/2 απαρτίζεται από όλα τα σηµεία του R
2 της

µορφής (x, g(x)) συνεπώς έχουµε την παραµέτρηση

r1 : [0, 2] → R
2 µε r1(t) =

(

t, t2/2
)

.

Οι συναρτήσεις ρ, σ : [0, 2] → [0, 2] µε ρ(t) = t4/23 και σ(t) = t6/25 είναι 1-1 και επί

και ορίζουν παραµετρήσεις

r2(t) = (r1 ◦ ρ) (t) = r1

(

t4

23

)

=

(

t4

23
,
(t4/23)

2

2

)

=

(

t4

23
,
t8

27

)

και

r3(t) = (r1 ◦ σ) (t) = r1

(

t6

25

)

=

(

t6

25
,
(t6/25)

2

2

)

=

(

t6

25
,
t12

211

)

.

2. Γνωρίζουµε ότι οι παραµετρικές εξισώσεις της ευθείας που διέρχεται από το A =

(a1, a2, a3) και είναι παράλληλη στην διεύθυνση του
−→
AB = (b1 − a1, b2 − a2, b3 − a3)

είναι :










x(t) = a1 + t(b1 − a1)

y(t) = a2 + t(b2 − a2)

z(t) = a3 + t(b3 − a3)
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όπου t ∈ R. Περιορίζοντας την παράµετρο t στο διάστηµα [0, 1] έχουµε την παραµέτρη-

ση

r(t) =
(

x(t), y(t), z(t)
)

=
(

a1 + t(b1 − a1), a2 + t(b2 − a2), a3 + t(b3 − a3)
)

=
(

(1− t)a1 + tb1, (1− t)a2 + tb2, (1− t)a3 + tb3

)

= (1− t) (a1, a2, a3) + t (b1, b2, b3)

= (1− t)A+ tB

η οποία έχει αρχικό σηµείο το r(0) = (1 − 0)A + 0B = A και τελικό σηµείο το

r(1) = (1− 1)A+ 1B = B.

2′. Για τα σηµεία (1, 2), (1,−3) ∈ R
2 έχουµε

r(t) = (1− t)A+ tB = (1− t)(1, 2) + t(1,−3)

=
(

1− t + t, 2− 2t− 3t
)

= (1, 2− 5t)

Για τα τα σηµεία (1, 2, 3), (0,−1, 1) ∈ R
3 έχουµε

r(t) = (1− t)A+ tB = (1− t)(1, 2, 3) + t(0,−1, 1)

=
(

1− t+ 0, 2− 2t− t, 3− 3t+ t
)

=
(

1− t, 2− 3t, 3− 2t
)

.

3. Παραµέτρηση για την δοθείσα καµπύλη ϐρήκαµε στην άσκηση 1′:

r1 : [0, 2] → R
2 µε r1(t) =

(

t, t2/2
)

.

Υπολογίζουµε το µέτρο της ταχύτητας

r1(t) = (t, t2/2)

r′
1
(t) = (1, t)

|r′
1
(t)| =

√
1 + t2

και το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα είναι
∮

r1

x3

y
ds =

∫

2

0

t3

t2/2

√
1 + t2 dt =

∫

2

0

2t
√
1 + t2 dt

=

[

2

3

(

1 + t2
)

3

2

]t=2

t=0

=
2

3
5

3

2 − 2

3
=

2

3

(

5
√
5− 1

)

.

3′. Παραµέτρηση για την δοθείσα καµπύλη ϐρήκαµε στην άσκηση 2′:

r(t) =
(

1− t, 2− 3t, 3− 2t
)

, t ∈ [0, 1]

για την οποία έχουµε

|r′(t)| = |(−1,−3,−2)| =
√

(−1)2 + (−3)2 + (−2)2 =
√
14.

Το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα είναι
∮

r

(x+ y + z) ds =

∫

1

0

(

(1− t) + (2− 3t) + (3− 2t)
)√

14 dt

=
√
14

∫

1

0

(

6− 6t
)

dt =
√
14
[

6t− 3t2
]t=1

t=0
= 3

√
14.
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4′. Μια παραµέτρηση για τον κύκλο κέντρου (0, 0) και ακτίνας 2 είναι

r(t) = (2 cos t, 2 sin t) , t ∈ [0, 2π].

Για το τµήµα του κύκλου στο πρώτο τεταρτηµόριο έχουµε

r(t) = (2 cos t, 2 sin t) , t ∈ [0, π/2] µε |r′(t)| =
√

(−2 sin t)2 + (2 cos t)2 = 2.

Το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα είναι

∮

r

(3x+ 2y) ds =

∫ π/2

0

(

6 cos t+ 4 sin t
)

2 dt

= 12

∫ π/2

0

cos t dt+ 8

∫ π/2

0

sin t dt

= 12 [sin t]t=π/2
t=0

+ 8 [− cos t]t=π/2
t=0

= 12(1− 0)− 8(0− 1) = 20.
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