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Εργαστήριο #9

Ονοµατεπώνυµο

Αριθµός Μητρώου

Τµήµα

1. Γράψτε ένα ολοκλήρωµα που να ισούται µε το µήκος του γραφήµατος της συνάρτησης

f(x) = tan x, x ∈ [0, π/4].

1′. ΄Οµοια για τις συναρτήσεις

f(x) = x2, x ∈ [−1, 2] και g(x) = sin x, x ∈ [0, π/2].

(⋆) Να ϐρεθεί το µήκος της καµπύλης y2 + 2y = 2x + 1 από το σηµείο (−1,−1) έως το

σηµείο (7, 3).

2. Υπολογίστε το µήκος της καµπύλης σ(t) =
(

cos3 t, sin3 t
)

, t ∈ [0, 2π].

2′. ΄Οµοια για την καµπύλη ρ(t) =

(

t3,
3t2

2

)

, t ∈ [0,
√
3].

3. Υπολογίστε το µήκος του γραφήµατος της συνάρτησης f : [0, 1] → R
2 όπου

f(x) =
4
√
2

3

√
x3 − 1.

3′. ΄Οµοια για το γράφηµα της f : [1, 3] → R
2 όπου

f(x) =
x3

3
+

1

4x
.



Λύσεις Ασκήσεων Εργαστηρίου #9

1. Για την παράγωγο f ′(x) γνωρίζουµε ότι (tanx)′ =
1

cos2 x
οπότε το Ϲητούµενο ολοκλήρω-

µα είναι
∫ π/4

0

√

1 +
( 1

cos2 x

)2

dx.

1′. Για την παράγωγο f ′(x) γνωρίζουµε ότι (x2)′ = 2x οπότε έχουµε

∫ 2

−1

√

1 +
(

2x
)2

dx =

∫ 2

−1

√
1 + 4x2 dx.

Το ολοκλήρωµα αυτό υπολογίζεται µε τεχνικές αντικατάστασης
∫ √

1 + 4x2 dx =
1

4

(

2x
√
4x2 + 1 + ln

∣

∣

∣
2x+

√
1 + 4x2

∣

∣

∣

)

+ C

και το αριθµητικό αποτέλεσµα είναι

√
17 +

√
5

2
+

1

4
ln
(

4 +
√
17
)

− 1

4
ln
(

−2 +
√
5
)

.

Για την παράγωγο g′(x) γνωρίζουµε ότι (sin x)′ = cosx οπότε το Ϲητούµενο ολοκλήρωµα

είναι
∫ π/2

0

√

1 + (cosx)2 dx.

Το ολοκλήρωµα αυτό
∫
√

1 + (cosx)2 dx δεν υπολογίζεται µε στοιχειώδεις µεθόδους.

(⋆) ΄Εχουµε την παραβολή x =
y2

2
+ y − 1

2
που έχει ακρότατο στο σηµείο (−1,−1).

x = 1
2
(y2 + 2y − 1)

(−1,−1) −1

−1

y

x

3

(0,0) 7

(7,3)

Αφού
dx

dy
= y + 1 το Ϲητούµενο µήκος δίνεται από το ολοκλήρωµα

L =

∫ 3

−1

√

1 +

(

dx

dy

)2

dy =

∫ 3

−1

√

1 + (y + 1)2 dy

το οποίο υπολογίζεται µε µεθόδους αντικατάστασης και ισούται µε 2
√
17+1

2
ln
(

4 +
√
17
)

.
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2. Υπολογίζουµε το µέτρο της ταχύτητας

σ′(t) =
(

3 cos2 t(− sin t), 3 sin2 t cos t
)

|σ′(t)| =
√
9 cos4 t sin2 t + 9 sin4 t cos2 t

= 3
√

cos2 t sin2
(

cos2 t+ sin2 t
)

= 3 |cos t sin t|

και το µήκος δίνεται από το ολοκλήρωµα

L(σ) =

∫ 2π

0

3 |cos t sin t| dt.

Για να υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα ϑα πρέπει να απαλειφθεί η απόλυτος τιµή.

Παρατηρούµε ότι στο διάστηµα t ∈ [0, π/2] και οι δύο τριγωνοµετρικοί αριθµοί είναι

µη αρνητικοί άρα ισχύει |cos t sin t| = cos t sin t οπότε

L1 =

∫ π/2

0

3 |cos t sin t| dt =
∫ π/2

0

3 cos t sin t dt =
3

2

∫ π/2

0

sin(2t) dt

=
3

2

[

−cos(2t)

2

]t=π/2

t=0

= −3

4
(cosπ − cos 0) =

3

2
.

Επειδή η καµπύλη είναι συµµετρική και ως προς τους δύο άξονες το συνολικό µήκος

L(σ) είναι

L(σ) = 4L1 = 6.

2′. Υπολογίζουµε το µέτρο της ταχύτητας

ρ′(t) = (3t2, 3t)

|ρ′(t)| =
√
9t4 + 9t2 = 3t

√
t2 + 1

και το µήκος δίνεται από το ολοκλήρωµα

L(ρ) =

∫

√
3

0

3t
√
t2 + 1 dt =

[

u = t2 + 1
]

= 3
[

1
3
(t2 + 1)

3/2
]t=

√
3

t=0
= (3 + 1)3/2 − 13/2 = 7.

3. Για την παράγωγο f ′(x) έχουµε

f ′(x) =

(

4
√
2

3

√
x3 − 1

)′

=
4
√
2

3

3

2
x1/2 = 2

√
2x

3



και το µήκος δίνεται από το ολοκλήρωµα

L =

∫ 1

0

√

1 + (f ′(x))2 dx =

∫ 1

0

√

1 +
(

2
√
2x
)2

dx

=

∫ 1

0

√
1 + 8x dx =

[

2

3

1

8
(1 + 8x)3/2

]x=1

x=0

=
1

12

(

93/2 − 1
)

=
26

12
.

3′. Για την παράγωγο f ′(x) έχουµε

f ′(x) =

(

x3

3
+

1

4x

)′

= x2 − 1

4x2

και το µήκος δίνεται από το ολοκλήρωµα

L =

∫ 3

1

√

1 + (f ′(x))2 dx =

∫ 3

1

√

1 +

(

x2 − 1

4x2

)2

dx

=

∫ 3

1

√

(

x2 +
1

4x2

)2

dx =

∫ 3

1

∣

∣

∣

∣

x2 +
1

4x2

∣

∣

∣

∣

dx

=

∫ 3

1

(

x2 +
1

4x2

)

dx =

[

x3

3
− 1

4x

]x=3

x=1

=
53

6
.
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