
∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ

Εργαστήριο #7

Ονοµατεπώνυµο

Αριθµός Μητρώου

Τµήµα

1. Βρείτε, µε χρήση πολικών συντεταγµένων, το εµβαδόν του δακτυλίου

D =
{

(x, y) ∈ R
2
∣

∣ 1 ≤ x2 + y2 ≤ 22
}

.

1′. ΄Οµοια για τον άνω ηµι-δακτύλιο
{

(x, y) ∈ R
2
∣

∣ 22 ≤ x2 + y2 ≤ 42, y ≥ 0
}

.

2. Υπολογίστε, µε χρήση πολικών συντεταγµένων, το εµβαδόν του χωρίου που ϕράσσεται

από τις ευθείες x = 0, y = 3 και x = y.

2′. ΄Οµοια για το χωρίο που ϕράσσεται από τις ευθείες x = 2, y = 0 και y = x.

3. Υπολογίστε, µε χρήση πολικών συντεταγµένων, το εµβαδόν του χωρίου που ϐρίσκεται

στο πρώτο τεταρτηµόριο (δηλ. x ≥ 0 και y ≥ 0) και ϕράσσεται από τις ευθείες x =

0, y =
√
2 και τον κύκλο x2 + y2 = 22.



Λύσεις Ασκήσεων Εργαστηρίου #7

1. Ο δακτύλιος D σε πολικές συντεταγµένες εκφράζεται ως εξής :

Π(D) =
{

(r, θ)
∣

∣

∣
0 ≤ θ ≤ 2π και 1 ≤ r ≤ 2

}

και το ολοκλήρωµα σε πολικές συντεταγµένες είναι

E(D) =

∫∫

Π(D)

r drdθ =

∫ 2π

0

∫ 2

1

r drdθ =

∫ 2π

0

[

r2

2

]r=2

r=1

dθ =

∫ 2π

0

3

2
dθ = 3π.

1′. Ο άνω ηµι-δακτύλιος σε πολικές συντεταγµένες εκφράζεται ως εξής :

{

(r, θ)
∣

∣

∣
0 ≤ θ ≤ π και 2 ≤ r ≤ 4

}

και το ολοκλήρωµα σε πολικές συντεταγµένες είναι

E =

∫ π

0

∫ 4

2

r drdθ =

∫ π

0

[

r2

2

]r=4

r=2

dθ =

∫ π

0

(8− 2) dθ = 6π.

2. Σε καρτεσιανές συντεταγµένες το χωρίο αυτό περιγράφεται ως εξής

{

(x, y) ∈ R
2
∣

∣ y ∈ [x, 3] , x ∈
[

0, 3
]}

=
{

(x, y) ∈ R
2
∣

∣ x ∈ [0, y] , y ∈
[

0, 3
]}

και το εµβαδόν του µε χρήση καρτσιανών συντεταγµένων είναι

∫ 3

0

∫ 3

x

1 dydx =

∫ 3

0

∫ y

0

1 dxdy.

Μια ηµιευθεία που σχηµατίζει γωνία θ µε τον ϑετικό x-ηµιάξονα τέµνει το χωρίο αν και

µόνο αν θ ∈
[

π
4
, π
2

]

. Συνεπώς

0 ≤ θ ≤
π

4
.

Για κάθε τέτοιο θ το εύρος r1 ≤ r ≤ r2 για το r καθορίζεται από την αρχή των αξόνων,

άρα r1 = 0 και το σηµείο (r2, θ) που ανήκει στην ευθεία x = 2. Για το r2 παρατηρούµε

ότι το τρίγωνο µε κορυφές τα σηµεία (0, 0), (0, 3) και (r2, θ) είναι ορθογώνιο άρα

sin θ =
3

r2
=⇒ r2 =

3

sin θ
.

Τελικά το χωρίο σε πολικές συντεταγµένες είναι

Π(R) =

{

(r, θ) ∈ R
2

∣

∣

∣

∣

∣

0 ≤ r ≤
3

sin θ
και

π

4
≤ θ ≤

π

2

}

και το εµβαδόν δίνεται από το ολοκλήρωµα (σε πολικές συντεταγµένες)

E =

∫ π/2

π/4

∫ 3

sin θ

0

r drdθ =

∫ π/2

π/4

[

r2

2

]r= 3

sin θ

r=0

dθ =

∫ π/2

π/4

9

2 sin2 θ
dθ

=
9

2

[

− cot θ
]θ=π/2

θ=π/4
=

9

2

[

0−
(

− cot
π

4

)]

=
9

2
.

2



2′. Σε καρτεσιανές συντεταγµένες το χωρίο αυτό περιγράφεται ως εξής

{

(x, y) ∈ R
2
∣

∣ y ∈ [0, x] , x ∈
[

0, 2
]}

=
{

(x, y) ∈ R
2
∣

∣ x ∈ [y, 2] , y ∈
[

0, 2
]}

και το εµβαδόν του µε χρήση καρτσιανών συντεταγµένων είναι
∫ 2

0

∫ x

0

1 dydx =

∫ 2

0

∫ 2

y

1 dxdy.

Μια ηµιευθεία που σχηµατίζει γωνία θ µε τον ϑετικό x-ηµιάξονα τέµνει το χωρίο αν και

µόνο αν θ ∈
[

0, π
4

]

. Συνεπώς

0 ≤ θ ≤
π

4
.

Για κάθε τέτοιο θ το εύρος r1 ≤ r ≤ r2 για το r καθορίζεται από την αρχή των αξόνων,

άρα r1 = 0 και το σηµείο (r2, θ) που ανήκει στην ευθεία x = 2. Για το r2 παρατηρούµε

ότι το τρίγωνο µε κορυφές τα σηµεία (0, 0), (2, 0) και (r2, θ) είναι ορθογώνιο άρα

cos θ =
2

r2
=⇒ r2 =

2

cos θ
.

Τελικά το χωρίο σε πολικές συντεταγµένες είναι

Π(R) =

{

(r, θ) ∈ R
2

∣

∣

∣

∣

∣

0 ≤ r ≤
2

cos θ
και 0 ≤ θ ≤

π

4

}

και το εµβαδόν δίνεται από το ολοκλήρωµα (σε πολικές συντεταγµένες)

E =

∫ π/4

0

∫ 2

cos θ

0

r drdθ =

∫ π/4

0

[

r2

2

]r= 2

cos θ

r=0

dθ =

∫ π/4

0

2

cos2 θ
dθ

=
[

2 tan θ
]θ=π/4

θ=0
= 2 tan

π

4
= 2.

3. Σε καρτεσιανές συντεταγµένες το χωρίο αυτό περιγράφεται ως εξής

R =
{

(x, y) ∈ R
2
∣

∣ y ∈
[√

2,
√
22 − x2

]

και x ∈
[

0,
√
2
]}

=
{

(x, y) ∈ R
2
∣

∣ x ∈
[

0,
√

22 − y2
]

και y ∈
[√

2, 2
]

}

και το εµβαδόν του µε χρήση καρτσιανών συντεταγµένων είναι

∫

√
2

0

∫

√
22−y2

√
2

1 dydx =

∫ 2

√
2

∫

√
22−y2

0

1 dxdy

3



√
20

√
2 0

Παρατηρούµε ότι µια ηµιευθεία που σχηµατίζει γωνία θ µε τον ϑετικό x-ηµιάξονα τέµνει

το χωρίο αν και µόνο αν θ ∈
[

π
4
, π
2

]

. Συνεπώς

π

4
≤ θ ≤

π

2
.

Γιά κάθε τέτοιο θ το εύρος r1 ≤ r ≤ r2 για το r καθορίζεται από το σηµείο (r1, θ) που

ανήκει στην ευθεία y =
√
2 και (r2, θ) που ανήκει στον κύκλο x2+y2 = 22 (ϐλ. σχήµα).

Προφανώς r2 = 2 και για το r1 παρατηρούµε ότι το τρίγωνο µε κορυφές τα σηµεία

(0, 0),
(

0,
√
2
)

και (r1, θ) είναι ορθογώνιο άρα

sin θ =

√
2

r1
=⇒ r1 =

√
2

sin θ
.

Τελικά το χωρίο σε πολικές συντεταγµένες είναι

Π(R) =

{

(r, θ) ∈ R
2

∣

∣

∣

∣

∣

√
2

sin θ
≤ r ≤ 2 και

π

4
≤ θ ≤

π

2

}

και το εµβαδόν δίνεται από το ολοκλήρωµα (σε πολικές συντεταγµένες)

E =

∫ π/2

π/4

∫ 4

√

2

sin θ

r drdθ =

∫ π/2

π/4

[

r2

2

]r=2

r=
√

2

sin θ

dθ =

∫ π/2

π/4

(

2−
1

sin2 θ

)

dθ

=
[

2θ + cot θ
]θ=π/2

θ=π/4
=

(

2
π

2
− cot

π

2

)

−
(

2
π

4
− cot

π

4

)

=
π

2
− 1.
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