
∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ

Εργαστήριο #6

Ονοµατεπώνυµο

Αριθµός Μητρώου

Τµήµα

1. Εκφράστε σε πολικές συντεταγµένες την καµπύλη x2 + y2 = 2x.

1′. ΄Οµοια για την καµπύλη x2 + y2 = 22.

2. Υπολογίστε το ολοκλήρωµα

∫∫

R

ex
2+y2dxdy όπου το χωρίο R είναι ο άνω ηµιδίσκος

κέντρου (0, 0) και ακτίνας 1:

R =
{

(x, y) ∈ R
2
∣

∣ x2 + y2 ≤ 1, y ≥ 0
}

2′. ΄Οµοια για το ολοκλήρωµα

∫∫

R

ex
2+y2dxdy όπου το χωρίοR είναι το πρώτο τεταρτηµόριο

του δίσκου κέντρου (0, 0) και ακτίνας 2:

R =
{

(x, y) ∈ R
2
∣

∣ x2 + y2 ≤ 22, x ≥ 0, y ≥ 0
}

3. Βρείτε, µε χρήση πολικών συντεταγµένων, το εµβαδόν του τρίτου τεταρτηµορίου του

δίσκου κέντρου (0, 0) και ακτίνας 2:

R =
{

(x, y) ∈ R
2
∣

∣ x2 + y2 ≤ 22, x ≤ 0, y ≤ 0
}

3′. ΄Οµοια για το δεύτερο τεταρτηµόριο
{

(x, y) ∈ R
2
∣

∣ x2 + y2 ≤ 32, x ≤ 0, y ≥ 0
}



Λύσεις Ασκήσεων Εργαστηρίου #6

1. Η καµπύλη x2 + y2 = 2x είναι ο κύκλος κέντρου (1, 0) και ακτίνας 1 διότι :

x2 + y2 = 2x ⇔ x2
− 2x+ y2 = 0 ⇔ x2

− 2x+ 1− 1 + y2 = 0. ⇔ (x− 1)2 + y2 = 1

Ο µετασχηµατισµός από καρτεσιανές συντεταγµένες (x, y) σε πολικές (r, θ) γίνεται µε

τις σχέσεις

{

x = r cos θ

y = r sin θ

}

(r cos θ)2 + (r sin θ)2 = 2r cos θ ⇔ r2
[

(cos θ)2 + (sin θ)2
]

= 2r cos θ ⇔ r = 2 cos θ.

∆εδοµένου ότι r ≥ 0 και

cos θ ≥ 0 ⇐⇒ θ ∈

[

−
π

2
,
π

2

]

έχουµε τον περιορισµό −
π

2
≤ θ ≤

π

2
.

1′. Η καµπύλη x2 + y2 = 22 είναι, προφανώς, ο κύκλος κέντρου (0, 0) και ακτίνας 2.

Αντικαθιστώντας

{

x = r cos θ

y = r sin θ

}

έχουµε

(r cos θ)2 + (r sin θ)2 = 22 ⇔ r2
[

(cos θ)2 + (sin θ)2
]

= 22 ⇔ r = ±2

και αφού r ≥ 0 έχουµε ότι η εξίσωση του κύκλου σε πολικές συντεταγµένες είναι r = 2

χωρίς κανένα περιορισµό για το θ, δηλαδή, 0 ≤ θ ≤ 2π.

2. Το χωρίο R σε πολικές συντεταγµένες εκφράζεται

Π(R) =
{

(r, θ)
∣

∣

∣
0 ≤ θ ≤ π και 0 ≤ r ≤ 1

}

και το ολοκλήρωµα σε πολικές συντεταγµένες είναι

∫∫

R

ex
2+y2 dxdy =

∫∫

Π(R)

e(r cos θ)
2+(r sin θ)2 rdrdθ =

∫ π

0

∫ 1

0

rer
2

drdθ.

Το αόριστο ολοκλήρωµα

∫

rer
2

dr υπολογίζεται µε την αντικατάσταση w = r2

∫

rer
2

dr =

[

w = r2

dw = 2rdr

]

=

∫

1

2
ew dw =

1

2
ew =

1

2
er

2

.

Για το Ϲητούµενο ολοκλήρωµα έχουµε

∫ π

0

∫ 1

0

rer
2

drdθ =

∫ π

0

[

1

2
er

2

]r=1

r=0

dθ =

∫ π

0

e− 1

2
dθ = π

e− 1

2
.

2′. Το χωρίο R σε πολικές συντεταγµένες εκφράζεται

Π(R) =
{

(r, θ)
∣

∣

∣
0 ≤ θ ≤ π/2 και 0 ≤ r ≤ 2

}

2



και το ολοκλήρωµα σε πολικές συντεταγµένες είναι

∫∫

R

ex
2+y2 dxdy =

∫∫

Π(R)

e(r cos θ)
2+(r sin θ)2 rdrdθ =

∫ π/2

0

∫ 2

0

rer
2

drdθ.

Χρησιµοποιώντας το αόριστο ολοκλήρωµα

∫

rer
2

dr =
1

2
er

2

έχουµε

∫ π/2

0

∫ 2

0

rer
2

drdθ =

∫ π/2

0

[

1

2
er

2

]r=2

r=0

dθ =

∫ π/2

0

e4 − 1

2
dθ = π

e4 − 1

4
.

3. Το Ϲητούµενο εµβαδόν µε χρήση καρτσιανών συντεταγµένων είναι

E =

∫∫

R

1 dxdy =

∫ 0

−2

∫ 0

√
22−x2

1dydx.

Το χωρίο R σε πολικές συντεταγµένες εκφράζεται ως εξής :

Π(R) =
{

(r, θ)
∣

∣

∣
π ≤ θ ≤ 3π/2 και 0 ≤ r ≤ 2

}

.

Το εµβαδόν σε πολικές συντεταγµένες είναι

E =

∫∫

Π(R)

rdrdθ =

∫ 3π/2

π

∫ 2

0

rdrdθ =

∫ 3π/2

π

[

r2

2

]r=2

r=0

dθ =

∫ 3π/2

π

2 dθ = 2
π

2
= π.

3′. Για το δεύτερο τεταρτηµόριο µε χρήση καρτσιανών συντεταγµένων έχουµε

E =

∫∫

R

1 dxdy =

∫ 0

−3

∫

√
32−x2

0

1dydx

Το χωρίο R σε πολικές συντεταγµένες εκφράζεται ως εξής :

Π(R) =
{

(r, θ)
∣

∣

∣
π/2 ≤ θ ≤ π και 0 ≤ r ≤ 3

}

.

Το εµβαδόν σε πολικές συντεταγµένες είναι

E =

∫∫

Π(R)

rdrdθ =

∫ π

π/2

∫ 3

0

rdrdθ =

∫ π

π/2

[

r2

2

]r=3

r=0

dθ =

∫ π

π/2

9

2
dθ =

9π

4
.
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