
∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ

Εργαστήριο #4

Ονοµατεπώνυµο

Αριθµός Μητρώου

Τµήµα

1. Βρείτε τα τοπικά µέγιστα, ελάχιστα και σαγµατικά σηµεία της συνάρτησης f(x, y) =

x3
− y3 − 2xy + 6.

1′. ΄Οµοια για την συνάρτηση g(x, y) = x3 + 3xy + y3.

2. Μεταξύ των ϑετικών πραγµατικών αριθµών x, y, z που έχουν άθροισµα 3, ϐρείτε αυτούς

που έχουν το µέγιστο γινόµενο.

2′. ΄Οµοια για αυτούς που έχουν µέγιστο άθροισµα τετραγώνων.

3. Ποιά η µέγιστη και ελάχιστη τιµή της συνάρτησης f(x, y) = xy επί των σηµείων της

έλλειψης
x2

8
+

y2

2
= 1 ;

3′. Ποιά η µέγιστη και ελάχιστη τιµή της συνάρτησης f(x, y) = 3x + 4y επί των σηµείων

κύκλου x2 + y2 = 1;

—————————————————————————————————————————————

4′. Από όλα τα ορθογώνια παραλληλόγραµµα που είναι εγγεγραµµένα στον µοναδιαίο

κύκλο, ϐρείτε αυτό µε το µέγιστο εµβαδό.



Λύσεις Ασκήσεων Εργαστηρίου #4

1. Βρίσκουµε πρώτα τις µερικές παραγώγους
fx = 3x2

− 2y

fy = −3y2 − 2x
και

fxx = 6x

fyy = −6y

fxy = −2 = fyx

Για τα κρίσιµα σηµεία λύνουµε το σύστηµα

{

fx = 0

fy = 0

}

{

3x2
− 2y = 0

3y2 + 2x = 0

}

⇐⇒

{

y = 3

2
x2

3
(

3

2
x2
)2

+ 2x = 0

}

⇐⇒

{

y = 3

2
x2

x
(

33

23
x3 + 1

)

= 0

}

⇐⇒

{

y = 3

2
x2

x = 0 ή 33

23
x3 + 1 = 0

}

⇐⇒

{

y = 3

2
x2

x = 0 ή x3 = −
23

33

}

⇐⇒

{

y = 3

2
x2

x = 0 ή x = −
2

3

}

Για x = 0 προκύπτει y = 0 και έχουµε το κρίσιµο σηµείο (0, 0). Για x = −
2

3
προκύπτει

y = 3

2

(

−
2

3

)2

= 2

3
και έχουµε το δεύτερο κρίσιµο σηµείο

(

−
2

3
,
2

3

)

.

Υπολογίζουµε την Εσσιανή

Hf = fxxfyy − (fxy)
2 = 6x(−6y)− (−2)2 = −36xy − 4

η οποία στα κρίσιµα σηµεία (0, 0) και

(

−
2

3
,
2

3

)

λαµβάνει τις τιµές

Hf(0, 0) = −4 < 0 άρα το (0, 0) είναι σηµείο καµπής

και

Hf

(

−
2

3
, 2
3

)

= 6
(

−
2

3

) (

−62

3

)

− 4 = 16− 4 = 12 > 0

µε fxx
(

−
2

3
, 2

3

)

= 6
(

−
2

3

)

= −4 < 0, άρα στο

(

−
2

3
,
2

3

)

η f έχει τοπικό µέγιστο.

1′. Οι µερικές παράγωγοι είναι
gx = 3x2 + 3y

gy = 3y2 + 3x
και

gxx = 6x

gyy = 6y

gxy = 3 = gyx

Για τα κρίσιµα σηµεία λύνουµε το σύστηµα

{

fx = 0

fy = 0

}

{

3x2 + 3y = 0

3y2 + 3x = 0

}

⇐⇒

{

y = −x2

3 (−x2)
2
+ 3x = 0

}

⇐⇒

{

y = −x2

x (x3 + 1) = 0

}

⇐⇒

{

y = −x2

x = 0 ή x = −1

}

⇐⇒

x = 0 και y = 0
ή

x = −1 και y = −1
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Υπολογίζουµε την Εσσιανή

Hg = gxxgyy − (gxy)
2 = 6x6y − 32 = 36xy − 9

η οποία στα κρίσιµα σηµεία (0, 0) και (−1,−1) λαµβάνει τις τιµές

Hf(0, 0) = −9 < 0 άρα το (0, 0) είναι σηµείο καµπής για την g

και

Hg (−1,−1) = 36− 9 = 27 > 0 µε gxx (−1,−1) = −6 < 0

άρα στο (−1,−1) η f έχει τοπικό µέγιστο.

2. Η συνάρτηση f(x, y, z) που καλούµεθα να µεγιστοποιήσουµε είναι η f(x, y, z) = xyz

και η συνθήκη που πρέπει να πληρούν τα x, y, z είναι το άθροισµά τους να είναι 3,

δηλαδή g(x, y, z) = 0 όπου g(x, y, z) = x+ y + z − 3.

Λύνουµε το σύστηµα







∇f = λ∇g

g(x, y, z) = 0







⇐⇒







(yz, xz, xy) = λ (1, 1, 1)

x+ y + z = 3







⇐⇒







yz = λ, xz = λ, xy = λ

x+ y + z = 3







Οι δύο πρώτες εξισώσεις yz = λ, xz = λ δίνουν

yz = λ = xz =⇒ z(x− y) = 0 =⇒ x = y ή z = 0.

΄Οµως, η περίπτωση z = 0 αποκλείεται να µας δώσει µέγιστη τιµή για το γινόµενο

f(x, y, z) = xyz. ΄Αρα, έπεται ότι x = y.

Πανοµοιότυπα, οι σχέσεις yz = λ, xy = λ δίνουν x = z, και έχουµε







x = y = z

x+ y + z = 3







⇐⇒







x = y = z

3x = 3







⇐⇒ x = y = z = 1.

2′. Η συνάρτηση f(x, y, z) που καλούµεθα να µεγιστοποιήσουµε είναι η

f(x, y, z) = x2 + y2 + z2

µε την ίδια συνθήκη g(x, y, z) = x+ y + z − 3 = 0.

Λύνουµε το σύστηµα







∇f = λ∇g

g(x, y, z) = 0







⇐⇒







(2x, 2y, 2z) = λ (1, 1, 1)

x+ y + z = 3







⇐⇒







x = y = z =
λ

2

x+ y + z = 3







Αντικαθιστώντας την τιµή λ/2 στην δεύτερη εξίσωση έχουµε λ
2
+ λ

2
+ λ

2
= 3 ⇒ λ = 2 και

άρα x = y = x = λ
2
= 1. ∆ηλαδή, το άθροισµα τερταγώνων x2 + y2 + z2 είναι µέγιστο

όταν x = y = z = 1.
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3. Για την f(x, y) = xy επί των σηµείων της έλλειψης
x2

8
+

y2

2
= 1 λύνουµε το σύστηµα











∇f = λ∇g

x2

8
+

y2

2
− 1 = 0











⇐⇒











(y, x) = λ
(

x
4
, y
)

x2

8
+

y2

2
− 1 = 0











⇐⇒











y = λx
4

και x = λy

x2

8
+

y2

2
− 1 = 0











Οι δύο πρώτες σχέσεις δίνουν y = λ
x

4
= λ

λy

4
⇒ (4− λ2)y = 0.

Το ενδεχόµενο y = 0 µας δίνει το σηµείο (0, 0) το οποίο απορρίπτεται διότι δεν ικανο-

ποιεί την εξίσωση
x2

8
+

y2

2
= 1 (δηλ. δεν ανήκει στην έλλειψη).

΄Αρα λ = ±2 και αντικαθιστώντας την x = ±2y στην εξίσωση της έλλειψης έχουµε

(±2y)2

8
+

y2

2
− 1 = 0 ⇐⇒

4y2

8
+

y2

2
= 1 ⇐⇒ y = ±1 και x = λy = ±2.

΄Αρα είναι 4 τα υποψήφια σηµεία επί της δοθείσης ελλείψεως
x2

8
+

y2

2
= 1 στα οποία

η f(x, y) = xy µπορεί να έχει µέγιστο/ελάχιστο, τα εξής : (2, 1), (−2,−1), (2,−1),

(−2, 1).

Στα δύο πρώτα η f λαµβάνει την µέγιστη τιµή της και στα άλλα δύο την ελάχιστη :

f(2, 1) = f(−2,−1) = 2 και f(2,−1) = f(−2, 1) = −2.

3′. Για την f(x, y) = 3x+4y επί των σηµείων του µοναδιαίου κύκλου λύνουµε το σύστηµα







∇f = λ∇g

x2 + y2 = 1







⇐⇒







(3, 4) = λ (2x, 2y)

x2 + y2 − 1 = 0







⇐⇒







x = 3

2λ
και y = 2

λ

x2 + y2 = 1







Αντικαθιστώντας τις τιµές των x, y στην εξίσωση του κύκλου έχουµε

(

3

2λ

)2

+

(

2

λ

)2

= 1 ⇐⇒
9

4λ2
+

4

λ2
= 1 ⇐⇒

25

4
= λ2

⇐⇒ λ = ±
5

2
.

Για λ =
5

2
έχουµε x =

3

2λ
=

3

2
(

5

2

) =
3

5
και y =

2

λ
=

2
5

2

=
4

5
.

Για λ = −
5

2
έχουµε x =

3

2λ
=

3

2
(

−
5

2

) = −
3

5
και y =

2

λ
=

2

−
5

2

= −
4

5
.

΄Αρα, είναι 2 τα υποψήφια σηµεία του µοναδιαίου κύκλου στα οποία η f(x, y) = 3x+4y

µπορεί να έχει µέγιστο/ελάχιστο :

(

3

5
,
4

5

)

και

(

−
3

5
,−

4

5

)

.

Προφανώς, στο σηµείο
(

3

5
, 4

5

)

η f(x, y) = 3x+ 4y λαµβάνει την µέγιστη τιµή που είναι

f
(

3

5
, 4

5

)

= 3
(

3

5

)

+ 4
(

4

5

)

= 25

5
= 5.

Στο σηµείο
(

−
3

5
,−4

5

)

η f(x, y) = 3x + 4y λαµβάνει την ελάχιστη τιµή που είναι

f
(

−
3

5
,−4

5

)

= 3
(

−
3

5

)

+ 4
(

−
4

5

)

= −5.
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