
Συνοπτικές Σημειώσεις ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ

Κεφάλαιο #2

Κλιση - Κατα Διευθυνση Παραγωγος

Καμπυλες

Θα ασχοληθούμε με καμπύλες στο επίπεδο R2 και στο χώρο R3. Οι παρα-

κάτω ορισμοί και ιδιότητες των καμπυλών δίνονται για το R3 και πανο-

μοιότυπα ισχύουν για το R2.

Έστω I ⊆ R ένα διάστημα. Μια καμπύλη στον R3 είναι μια συνάρτηση

r : I −→ R
3

Η εικόνα C = r (I) =
{
r(t) ∈ R3

∣∣ t ∈ I
}
της συνάρτησης αναφέρεται επίσης

(καταχρηστικά) ως καμπύλη στο χώρο (ή στο επίπεδο) και μας επιτρέπει

διαισθητικά να κατανοήσουμε την μορφή της καμπύλης.

Συνήθως γράφουμε r(t) =
(
x(t), y(t), z(t)

)
, t ∈ I. Η πραγματική μεταβλητή

t ∈ I ονομάζεται παράμετρος της καμπύλης και η συνάρτηση r(t) μαζί με
τις συνιστώσες συναρτήσεις x(t), y(t), z(t) ονομάζεται παραμετρικοποιη-

μένη καμπύλη.

Στην συνέχεια θα υποθέτουμε πάντοτε ότι οι συνιστώσες συναρτήσεις

x(t), y(t), z(t) της καμπύλης είναι παραγωγίσιμες συναρτήσεις ως προς

t ∈ I. Αν λοιπόν r(t) =
(
x(t), y(t), z(t)

)
, t ∈ I είναι μια (παραμετρικοποιη-

μένη) καμπύλη η παράγωγός της ισούται με r ′(t) =
(
x′(t), y′(t), z′(t)

)
και

γεωμετρικά παρίσταται με ένα εφαπτόμενο διάνυσμα στην καμπυλη r στο

σημείο r(t) αυτής.

Παράδειγμα 1: Ο μοναδιαίος κύκλος κέντρου (0,0) στο επίπεδο ορίζεται ως

το σύνολο των σημείων (x,y) ∈ R2 που ικανοποιούν την εξίσωση x2+y2 = 1

και ως παραμετρικοποιημένη καμπύλη δίδεται από την συνάρτηση

r(t) = (cos t, sin t) , t ∈ [0,2π].

Παράδειγμα 2: Ο κύκλος κέντρου (x0, y0) και ακτίνας ρ > 0 στο επίπεδο
[
(x − x0)

2 + (y −y0)
2 = ρ2

]
δίδεται, ως παραμετρικοποιημένη καμπύλη, από

την συνάρτηση

r(t) =
(
x0 + ρ cos t,y0 + ρ sin t

)
, t ∈ [0,2π].



Παράδειγμα 3: Η ευθεία που διέρχεται από το σημείο
(
x0, y0, z0

)
και είναι

παράλληλη με το διάνυσμα v = (a, b, c) δίδεται, ως παραμετρικοποιημένη

καμπύλη, από την συνάρτηση

r(t) =
(
x0 + at,y0 + bt, z0 + ct

)
, t ∈ R.

Παράδειγμα 4: Μια παραμέτρηση για το ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει τα

σημεία A = (a1, a2, a3) και B = (b1, b2, b3) στον R
3 μπορεί να βρεθεί ως εξής:

Οι παραμετρικές εξισώσεις της ευθείας που διέρχεται από το A = (a1, a2, a3)

και είναι παράλληλη στην διεύθυνση του
−→
AB = (b1 − a1, b2 − a2, b3 − a3) είναι:





x(t) = a1 + t(b1 − a1)

y(t) = a2 + t(b2 − a2)

z(t) = a3 + t(b3 − a3)





όπου t ∈ R. Περιορίζοντας την παράμετρο t στο διάστημα [0,1] έχουμε την
παραμέτρηση

r(t) =
(
x(t), y(t), z(t)

)
=

(
a1 + t(b1 − a1), a2 + t(b2 − a2), a3 + t(b3 − a3)

)

=
(
(1− t)a1 + tb1, (1− t)a2 + tb2, (1− t)a3 + tb3

)

= (1− t) (a1, a2, a3)+ t (b1, b2, b3)

= (1− t)A+ tB

η οποία έχει αρχικό σημείο το r(0) = (1− 0)A+ 0B = A και τελικό σημείο το
r(1) = (1− 1)A+ 1B = B.

Παράδειγμα 5: Έστω f : [a, b] → R παραγωγίσιμη συνάρτηση. Το γράφη-

μα της f είναι μια καμπύλη η οποία, ως παραμετρικοποιημένη καμπύλη,

δίδεται από την συνάρτηση

r(t) = (x, f (x)) ,x ∈ [a, b].

Παρατήρηση: Έστω r : I −→ R
3 μια παραμετρικοποιημένη καμπύλη, J ένα

άλλο διάστημα στο R και ρ : J → I μια οιαδήποτε συνεχής και αμφιμονο-

σήμαντη συνάρτηση (τα διαστήματα I και J είναι είτε αμφότερα ανοικτά

είτε αμφότερα κλειστά). Τότε η σύνθεση

J I R
2

ρ

r◦ρ

r

είναι και αυτή μια παραμετρικοποιημένη καμπύλη. Προφανώς, οι καμπύλες

r : I −→ R
3 και r ◦ ρ : J −→ R

3
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έχουν την ίδια εικόνα r(I) = r (ρ(J)) = (r ◦ ρ) (J) = C.
Με άλλα λόγια η καμπύλη C έχει δύο διαφορετικές παραμετρικοποιήσεις.

Για παράδειγμα, η συνάρτηση

ρ : [0, π] → [0,2π] : ρ(s) = 2s

είναι 1-1 και επί και έτσι η σύνθεση της καμπύλης r(t) = (cos t, sin t) , t ∈
[0,2π] του Παραδείγματος 1 παραπάνω με την ρ

[0, π] R
2 : (r ◦ ρ) (s) = r (ρ(s)) = r (2s) = (cos(2s), sin(2s))

r◦ρ

είναι μια παραμετρικοποιημένη καμπύλη με πεδίο ορισμού το [0, π] που

παραμετρικοποιεί τον μοναδιαίο κύκλο.

Παράδειγμα 6: Για κάθε n ∈ N η καμπύλη

rn : [0,1]→ R
2, rn(t) = (tn, tn)

είναι μια παραμέτρηση του ευθυγράμμου τμήματος που ενώνει τα σημεία

(0,0) και (1,1).

Κατα διευθυνση Παραγωγος

Έστω συνάρτηση f : U −→ R όπου U ⊂ R
2 ή R

3. Υποθέτουμε ότι η f έχει

συνεχείς μερικές παραγώγους πρώτης και δεύτερης τάξης σε κάθε σημείο

του U. Για σημείο p0 ∈ U ορίζουμε την κλίση της f στο p0 να είναι το

διάνυσμα

∇f(p0) :=
(
fx(p0), fy(p0)

)
αν U ⊂ R2

∇f(p0) :=
(
fx(p0), fy(p0), fz(p0)

)
αν U ⊂ R3.

Αν u = (u1, u2, u3) ∈ R3 μοναδιαίο διάνυσμα τότε η παράγωγος της f στο

p0 στην κατεύθυνση του u, συμβολισμός Du(p0) ορίζεται να είναι το εσω-

τερικό γινόμενο

Du(p0) := ∇f(p0) ·u = fx(p0)u1 + fy(p0)u2 + fz(p0)u3.

Για συναρτήσεις 2 μεταβλητών έχουμε ανάλογο ορισμό

Du(p0) := ∇f(p0) ·u =
(
fx(p0), fy(p0)

)
· (u1, u2) = fx(p0)u1 + fy(p0)u2.

Ιδιότητες: Συμβολίζουμε με θ ∈ [0, π] την γωνία που σχηματίζουν τα δια-
νύσματα ∇f(p0), u και έχουμε

Du(p0) = ∇f(p0) ·u =
∣∣∇f(p0)

∣∣ |u| cosθ =
∣∣∇f(p0)

∣∣ cosθ

3



Υποθέτουμε ότι η κλίση ∇f(p0) δεν είναι το μηδενικό διάνυσμα (άλλως, η

Du(p0) μηδενίζεται σε κάθε διεύθυνση u) και έχουμε:

(1) η Du(p0) λαμβάνει την μέγιστη τιμή της, η οποία είναι
∣∣∇f(p0)

∣∣ , όταν

cosθ = 1 ⇐⇒ θ = 0, δηλαδή, όταν το διάνυσμα της κλίσης ∇f(p0) είναι

παράλληλο και ομόρροπο (θετικό πολλαπλάσιο) του u.

(2) η Du(p0) λαμβάνει την ελάχιστη τιμή της, η οποία είναι −
∣∣∇f(p0)

∣∣ ,

όταν cosθ = −1 ⇐⇒ θ = π, δηλαδή, όταν το διάνυσμα της κλίσης ∇f(p0)

είναι παράλληλο και αντίρροπο (αρνητικό πολλαπλάσιο) του u.

(3) η Du(p0) = 0 ⇐⇒ ∇f(p0)⊥u.

Με άλλα λόγια, στην περίπτωση (1) ο μέγιστος ρυθμός αύξησης της f ε-

ίναι στην κατεύθυνση της κλίσης ∇f(p0). Αντίστοιχα, στην περίπτωση (2)

ο μέγιστος ρυθμός μείωσης της f είναι στην κατεύθυνση −∇f(p0) και η

f παραμένει αμετάβλητη (σταθερή) στις κατεύθυνσεις που είναι εγκάρσιες

στην κλίση.

Παρατήρηση: Συχνά χρησιμοποιούμε μη μοναδιαία διανύσματα v προκει-

μένου να αναφερθούμε στην κατά διεύθυνση παράγωγο Dv(p0) μιας συνάρ-

τησης f . Αυτό δεν δημιουργεί σύγχυση αφού η κατεύθυνση του v και του

μοναδιαίου
v

|v| ταυτίζονται. Όταν πρόκειται όμως να υπολογίσουμε την
κατά διεύθυνση παράγωγο θα πρέπει προηγουμένως να κανονικοποιήσουμε

το v στο μοναδιαίο
v

|v| που αντιστοιχεί, δηλαδή, αν v όχι μοναδιαίο τότε

Dv(p0) := ∇f(p0) ·
v

|v| =
1

|v|
(
∇f(p0) · v

)
= 1

|v|
∣∣∇f(p0)

∣∣ |v| cosθ = D v
|v|
(p0).

Παράδειγμα 7: Έστω η συνάρτηση f(x,y) = x2 + y2 + 1 και το σημείο

p0 = (1,1). Υπολογίζουμε την κλίση της f στο σημείο (1,1):

∇f(1,1) =
(
fx(1,1), fy(1,1)

)
=
(
[2x](1,1), [2y](1,1)

)
= (2,2).

Η f παρουσιάζει τον μέγιστο ρυθμό αύξησης στην κατεύθυνση του δια-

νύσματος (2,2) και ο ρυθμός αυτός (δηλαδή η παράγωγος στην κατεύθυνση

αυτή) είναι
∣∣∇f(1,1)

∣∣ = |(2,2)| =
√

22 + 22 = 2
√

2.

Για να κάνουμε τον παραπάνω υπολογισμό με χρήση του ορισμού βρίσκουμε

πρώτα το μοναδιαίο u στην κατεύθυνση του (2,2) το οποίο είναι

u = 1

|(2,2)|(2,2) =
(√

2

2
,

√
2

2

)
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και έχουμε

D(2,2)(1,1) ≡ Du(1,1)
ορ.= ∇f(1,1) ·u = (2,2) ·

(√
2

2
,

√
2

2

)
= 2

√
2

2
+ 2

√
2

2
= 2

√
2.

η
∇f

−∇f
(1,1)

Στο διπλανό σχήμα απει-

κονίζεται το γράφημα της

συνάρτησης f και αποτυ-

πώνονται το διάνυσμα κλίσης

∇f(1,1) στο σημείο (1,1) και

το εγκάρσιο διάνυσμα η. Η

κόκκινη καμπύλη (κύκλος)

είναι το σύνολο των ση-

μείων του γραφήματος με

z = f(x,y) = f(1,1) = 3 ή, ισο-

δύναμα, f αμετάβλητη στην

διεύθυνση η.

Στις διευθύνσεις η =
(√

2

2
,−

√
2

2

)
και −η =

(
−
√

2

2
,
√

2

2

)
η f είναι σταθερή αφού

η · ∇f(1,1) =
(√

2

2
,−
√

2

2

)
· (2,2) =

√
2

2
2−

√
2

2
2 = 0

δηλαδή, η παράγωγος Dη(1,1) = 0. Όμοια επαληθεύουμε D−η(1,1) = 0.

Παράδειγμα 8: Έστω η συνάρτηση g(x,y, z) = x

y
+ y
z
και το σημείο p =

(4,2,1). Ο μέγιστος ρυθμός αύξησης της g είναι στην κατεύθυνση της κλίσης

∇g(p) =
(
gx(p), gy(p), gz(p)

)
=


[

1

y

]

p

,

[
−x
y2

+ 1

z

]

p

,

[−y
z2

]

p




=
(

1

2
,− 4

22
+ 1

1
,−2

1

)
=
(

1

2
,0,−2

)

και ισούται με
∣∣∇g(p)

∣∣ =
∣∣∣
(

1

2
,0,−2

)∣∣∣ =
√

1

4
+ 4 =

√
17

2
.

Πανομοιότυπα έχουμε ότι ο μέγιστος ρυθμός μείωσης της g είναι στην κα-

τεύθυνση −∇g(p) και ισούται με −
∣∣∇g(p)

∣∣ = −
√

17

2
.

Παράδειγμα 9: Έστω ότι γνωρίζουμε ότι η κατά διεύθυνση παράγωγος

μιας συνάρτησης f σε ένα σημείο p0 γίνεται μέγιστη στην κατεύθυνση

η = (1,1,−1) και ισούται με 2
√

3. Με αυτά τα στοιχεία μπορούμε να βρούμε

την τιμή της κατά διεύθυνση παραγώγου της f σε οιαδήποτε κατεύθυνση:
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Για την παράγωγο της f στο p0 στην κατεύθυνση τυχαίου u =
(a, b, c), υπολογίζουμε το συνημίτονο της γωνίας θ που σχημα-

τίζουν τα η,u από τον τύπο cosθ = η ·u
|η||u| και στην συνέχεια

έχουμε: αν u0 = u
|u| το μοναδιαίο στην κατεύθυνση του u τότε

Du(p0) ≡ Du0(p0) = ∇f(p0) ·u0 =
∣∣∇f(p0)

∣∣ |u0| cosθ = 2
√

3 cosθ.

Για συγκεκριμένο u, ας πούμε, u = (1,1,0), υπολογίζουμε

cosθ = (1,1,−1) · (1,1,0)
|(1,1,−1)| |(1,1,0)| =

2√
3
√

2

και άρα

D(1,1,−1)(p0) = 2
√

3
2√
3
√

2
= 2

√
2.

Εγκαρσιοτητα του διανυσματος Κλισης

Έστω f(x,y) μια διαφορίσιμη πραγματική συνάρτηση δύο μεταβλητών. Για

c που ανήκει στην εικόνα της f , το σύνολο

C =
{
(x,y) ∈ R2

∣∣ f(x,y) = c
}

είναι μια καμπύλη η οποία ονομάζεται ισοσταθμική καμπύλη για την f . Έ-

στω r(t) =
(
x(t), y(t)

)
μια παραμέτρηση της C. Από την σχέση f

(
x(t), y(t)

)
=

c έχουμε

0 = d

dt
c = d

dt
f
(
x(t), y(t)

)
= ∂f

∂x

dx

dt
+ ∂f
∂y

dy

dt
=
(
∂f

∂x
,
∂f

∂y

)
·
(
dx

dt
,
dy

dt

)
= ∇f ·r ′(t).

Η παραπάνω σχέση ισχύει σε κάθε σημείο (x0, y0) του πεδίου ορισμού της

f και έτσι έχουμε την παρακάτω

Πρόταση: Το διάνυσμα της κλίσης ∇f(x0, y0) είναι κάθετο στο εφαπτόμενο

διάνυσμα της ισοσταθμικής καμπύλης που διέρχεται από το (x0, y0).

Πανομοιότυπα, για μια συνάρτηση 3 μεταβλητών F(x,y, z) έχουμε ότι το

σύνολο

S =
{
(x,y, z) ∈ R3

∣∣ F(x,y, z) = c
}

είναι μια επιφάνεια η οποία ονομάζεται ισοσταθμική επιφάνεια για την F

και παραγωγίζοντας την σχέση F(x,y, z) = c έχουμε, με το ίδιο σκεπτικό

όπως στην διάσταση 2, την παρακάτω

Πρόταση: Το διάνυσμα της κλίσης ∇F(x0, y0, z0) είναι κάθετο στην επι-

φάνεια F(x,y, z) = c στο σημείο (x0, y0, z0) αυτής.
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Παράδειγμα 10: Έστω το επίπεδο Π με εξίσωση 2x − 3y + z = 2. Όπως ήδη

γνωρίζουμε, το κάθετο διάνυσμα στο Π δίνεται από τους συντελεστές των

μεταβλητών x,y, z δηλαδή, είναι το διάνυσμα (2,−3,1).

Αν θεωρήσουμε την συνάρτηση F(x,y, z) = 2x − 3y + z, τότε το Π είναι μια
ισοσταθμική επιφάνεια για την F και συγκεκριμένα,

Π =
{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣ F(x,y, z) = 2
}

και, σύμφωνα με την προηγούμενη Πρόταση, το κάθετο διάνυσμα σε (κάθε)

σημείο (x0, y0, z0) του Π είναι

∇F(x0, y0, z0) =
(
∂F

∂x
(x0, y0, z0),

∂F

∂y
(x0, y0, z0),

∂F

∂z
(x0, y0, z0)

)
= (2,−3,1).

Εξισωση εφαπτομενου επιπεδου και καθετης ευθειας σε επιφανεια

Θεωρούμε όπως παραπάνω μια συνάρτηση 3 μεταβλητών F(x,y, z), μια

ισοσταθμική επιφάνεια για την F

S =
{
(x,y, z) ∈ R3

∣∣ F(x,y, z) = c
}

και ένα σημείο p0 = (x0, y0, z0) ∈ S, δηλαδή, F(x0, y0, z0) = c.
Εάν Π είναι το εφαπτόμενο επίπεδο στην επιφάνεια S στο σημείο p0, τότε

το Π είναι κάθετο στο κάθετο διάνυσμα της S στο p0, δηλαδή στο διάνυσμα

∇F(p0) =
(
∂F

∂x
(p0),

∂F

∂y
(p0),

∂F

∂z
(p0)

)
≡
(
Fx(p0), Fy(p0), Fz(p0)

)

Άρα η καρτεσιανή εξίσωση του επιπέδου Π είναι

∇F(p0) ·
(
x − x0, y −y0, x − z0

)
= 0 ⇐⇒

(
Fx(p0), Fy(p0), Fz(p0)

)
·
(
x − x0, y −y0, x − z0

)
= 0 ⇐⇒

Fx(p0)(x − x0)+ Fy(p0)(y −y0)+ Fz(p0)(z − z0) = 0

Για να βρούμε τις παραμετρικές εξισώσεις της ευθείας Lp0 που διέρχεται α-

πό το p0 = (x0, y0, z0) ∈ S αρκεί να παρατηρήσουμε ότι η ευθεία Lp0 είναι

παράλληλη στο διάνυσμα ∇F(p0) =
(
Fx(p0), Fy(p0), Fz(p0)

)
, οπότε οι παρα-

μετρικές εξισώσεις της Lp0 είναι

x = x0 + Fx(p0)t

y = y0 + Fy(p0)t t ∈ R.
z = z0 + Fz(p0)t

Παράδειγμα 11: Έστω η σφαίρα Σ =
{
(x,y, z) ∈ R3

∣∣ x2 +y2 + z2 = 3
}
και το

σημείο p0 = (1,−1,1) αυτής.
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Για να βρούμε την εξίσωση του εφαπτομένου επιπέδου στην Σ στο σημείο p0

θεωρούμε την συνάρτηση F(x,y, z) = x2+y2+z2 και η Σ είναι η ισοσταθμική

επιφάνεια F(x,y, z) = 3. Υπολογίζουμε την κλίση στο p0 = (1,−1,1)

∇F(p0) =
(
Fx(p0), Fy(p0), Fz(p0)

)
=
(
2x|(1,−1,1),2y|(1,−1,1),2z|(1,−1,1)

)
= (2,−2,2)

και η εξίσωση του εφαπτομένου επιπέδου στην Σ στο σημείο p0 = (1,−1,1)

είναι

2(x − 1)− 2(y + 1)+ 2(x − 1) = 0 ⇐⇒ x −y + z = 3.

Οι παραμετρικές εξισώσεις της κάθετης ευθείας στην Σ στο σημείο (1,−1,1)

x = 1+ 2t

y = −1− 2t t ∈ R.
z = 1+ 2t

Παράδειγμα 12: Έστω S η επιφάνεια που ορίζεται από την εξίσωση
x2

2
+

x2y + xyz και θέλουμε να βρούμε το εφαπτόμενο επίπεδο και την κάθετη
ευθεία στο σημείο p0 = (2,1,1) αυτής.
Θέτουμε F(x,y, z) = x2

2
+ x2y + xyz και υπολογίζουμε

∇F =
(
x + 2xy + yz,x2 + xz,xy

)
=⇒ ∇F(2,1,1) = (7,6,2)

οπότε το εφαπτόμενο επίπεδο στην S στο σημείο (2,1,1) είναι

Fx(p0)(x − x0)+ Fy(p0)(y −y0)+ Fz(p0)(z − z0) = 0 =⇒

7(x − 2)+ 6(y − 1)+ 2(z − 1) = 0 =⇒

7x + 6y + 2z = 22.

Η κάθετη ευθεία στην S στο σημείο (2,1,1) είναι





x = 2+ 7t

y = 1+ 6t t ∈ R.
z = 1+ 2t
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Ασκήσεις

1. Για τις παρακάτω συναρτήσεις βρείτε τον μέγιστο και ελάχιστο ρυθμό

μεταβολής στα σημεία που δίνονται καθώς και την κατεύθυνση στην

οποία αυτό συμβαίνει. Σε ποιά κατεύθυνση ο ρυθμός μεταβολής είναι

0;

f(x,y, z) = x

y
+ y
z
,p = (4,2,1) και g(x,y) = log

(
x2 + y2

)
, p = (1,2)

Βρείτε επίσης τον ρυθμό μεταβολής της f στο p = (4,2,1) στην κατε-
ύθυνση u = (2,1,3).

2. Βρείτε την παράγωγο της f(x,y) = ln
(
x2 +y2

)
στο σημείο p = (1,−2)

στην διεύθυνση του διανύσματος v = (3,−4).

[
Απ: Dvf(p) = ∇f(p) · v

|v| =
22

25

]

3. Έστω η συνάρτηση f(x,y, z) = 2xy − yz και σημείο p = (1,−1,1). Υ-

πάρχει διεύθυνση u έτσι ώστε η παράγωγο της f στην διεύθυνση του

διανύσματος u να έχει την τιμή −3?

[
Απ: Όχι διότι

∣∣∇f(p)
∣∣ =

√
6 και τότε cosθ = − 3√

6
< −1

]

4. Έστω f(x,y) συνάρτηση με συνεχείς δεύτερες παραγώγους και A =
(1,3), B = (3,4), Γ = (1,7) και ∆ = (6,15). Η κατά κατεύθυνση παράγωγος

της f στο σημείο A στην διεύθυνση του διανύσματος
−→
AB είναι 3 και η

κατά κατεύθυνση παράγωγος της f στο σημείο A στην διεύθυνση του

διανύσματος
−→
AΓ είναι 26. Να βρείτε την κατά κατεύθυνση παράγωγο

της f στο σημείο A στην διεύθυνση του διανύσματος
−−→
A∆.

Υπόδειξη: Βρείτε πρώτα την κλίση ∇f(A) = (λ, µ) της f στο A λύνοντας

το σύστημα





3 = D −→
AB
f(A) = (λ, µ) ·

−→
AB∣∣∣ −→AB

∣∣∣

26 = D −→
AΓf(A) = (λ, µ) ·

−→
AΓ∣∣∣ −→AΓ
∣∣∣




με αγνώστους τα λ,µ.

5. Βρείτε την εξισωση του εφαπτομένου επιπέδου και της κάθετης ευθείας

της επιφάνειας που ορίζεται από την εξίσωση 2z − x2 = 0 στο σημείο

(2,0,2).


Απ: 2x − z = 2,

x = 2− 4t

y = 0 t ∈ R.
z = 2+ 2t



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6. Έστω η συνάρτηση f(x,y) =
√

3− x2 − y2 με πεδίο ορισμού τον δίσκο
{
x2 +y2 ≤ 3

}
και το σημείο p0 = (1,1, f (1,1)) = (1,1,1) του γραφήματός

της. Βρείτε την εξισωση του εφαπτομένου επιπέδου και της κάθετης

ευθείας του γραφήματος της f στο σημείο p0.


Απ: x +y + z = 3,

x = 1− t
y = 1− t t ∈ R.
z = 1− t



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