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Ράντεσ (ςυνζχεια) 
• Μζλλουςα ονομάηεται θ ράντα που πρόκειται να αρχίςει 

ςτο μζλλον αλλά υπολογίηουμε τθν αξία τθσ πριν αρχίςει. 
Οι χρονικζσ περίοδοι μζχρι να ξεκινιςει θ ράντα 
ςυμβολίηονται με λ|. 

• Αρξάμενθ ονομάηεται θ ράντα που ζχει ιδθ ξεκινιςει και 
ενδιαφερόμαςτε να υπολογίςουμε τθν αξία τθσ ςε κάποια 
ςυγκεκριμζνθ χρονικι ςτιγμι μετά τθν ζναρξι τθσ. Οι 
χρονικζσ περίοδοι που ζχουν περάςει από τθν ζναρξθ τθσ 
ράντασ ςυμβολίηονται με |λ. 

• υμβολίηουμε επίςθσ με Vαρχ  τθν αρχικι αξία τθσ ράντασ, 
με Vτελ  τθν τελικι αξία τθσ ράντασ και με V τθν αξία τθσ 
ράντασ μια οποιαδιποτε χρονικι ςτιγμι.  



Παράδειγμα 

Για τθν εξόφλθςθ ενόσ δανείου που υπογράφεται ςιμερα 
ςυμφωνείται να πλθρωκοφν 10 ετιςιεσ δόςεισ των €5.000 ςτο 
τζλοσ κάκε ζτουσ με ετιςιο επιτόκιο 10% και ετιςιο ανατοκιςμό. 
Επίςθσ ςυμφωνείται θ πρϊτθ δόςθ να πλθρωκεί 4 ζτθ από ςιμερα. 
Να βρεκεί το ποςό του δανείου. 

 

Λφςθ 

Τπολογίηουμε αρχικά τθν αρχικι αξία τθσ ράντασ ςε 3 ζτθ από 
ςιμερα, θ ράντα είναι λθξιπρόκεςμθ αφοφ κάκε δόςθ πλθρϊνεται 
ςτο τζλοσ του ζτουσ. 

 

𝑉𝛼𝜌𝜒 = 𝐴𝑛 𝑖 = 𝑅𝑎𝑛 𝑖 = 𝑅
1 − (1 + 𝑖);𝑛

𝑖
= 5000

1 − (1 + 0.1);10

0.1
 

= 5000 × 6.1446 = 30723 



Θ αξία τθσ ράντασ ςε 3 ζτθ από ςιμερα είναι 30723 επομζνωσ θ 
ςθμερινι τθσ αξία κα είναι 

 
𝑉 = (1 + 𝑖);3𝑉𝛼𝜌𝜒 = 1.1;330723 = 23083 

 

Παρατιρθςθ 

τθν περίπτωςθ που ηθτάμε τθν παροφςα αξία αρξάμενησ ράντασ 
ζχουμε: 

• Για τθ λθξιπρόκεςμθ μοναδιαία ράντα 

 

(1 + 𝑖)𝜆𝑎𝑛 𝑖 = (1 + 𝑖)𝜆
1 − (1 + 𝑖);𝑛

𝑖
 

 

• Για τθν προκαταβλθτζα μοναδιαία ράντα 

 

1 + 𝑖 𝜆(1 + 𝑖)𝑎𝑛 𝑖 = (1 + 𝑖)𝜆:1
1 − (1 + 𝑖);𝑛

𝑖
 

 



Μζςθ Λιξθ 

Σο ερϊτθμα που μασ ενδιαφζρει είναι ςε ποια χρονική 
ςτιγμή η αξία τησ ράντασ εξιςώνεται με το άθροιςμα των 
όρων τησ. 

 

Γενικά ιςχφει (για λθξιπρόκεςμθ αλλά και προκαταβλθτζα 
ράντα ςτακεροφ όρου)  𝐴𝑛 𝑖 < 𝑆𝑛 𝑖   δθλαδι θ τελικι αξία 

είναι μεγαλφτερθ τθσ αρχικισ αξίασ. Όμοια για τθ μοναδιαία 
ράντα ζχουμε 𝑎𝑛 𝑖 < 𝑠𝑛 𝑖. Ηθτοφμε λοιπόν το λ για το οποίο 

ιςχφει  𝐴𝑛 𝑖 1 + 𝑖 𝜆 = 𝜆𝑅. 

 Οπότε ζχουμε  

𝐴𝑛 𝑖 1 + 𝑖 𝑛 = 𝑆𝑛 𝑖 ⇔ 𝐴𝑛 𝑖 1 + 𝑖 𝜆 1 + 𝑖 𝑛;𝜆 = 𝑆𝑛 𝑖 ⇔ 

𝐴𝑛 𝑖 1 + 𝑖 𝜆 = 𝑆𝑛 𝑖 1 + 𝑖 𝜆;𝑛 = 𝜆𝑅 

 



 

Θ χρονικι ςτιγμι κατά τθν οποία θ παροφςα αξία τθσ ράντασ 
εξιςϊνεται με το άκροιςμα των όρων τθσ ράντασ (μζςη λήξη 
των όρων τησ ράντασ) είναι ανεξάρτθτθ του όρου τθσ και 
βρίςκεται ωσ εξισ: 

 

𝐴𝑛 𝑖 1 + 𝑖 𝜆 = 𝜆𝑅 ⟹ 𝑅𝑎𝑛 𝑖(1 + 𝑖)𝜆= 𝑛𝑅 ⟹ 

𝑎𝑛 𝑖(1 + 𝑖)𝜆= 𝑛 ⟹ 1+ 𝑖 𝜆 = 𝑛/𝑎𝑛 𝑖 ⟹ 

𝜆 ln 1 + 𝑖 = ln(
𝑛

𝑎𝑛 𝑖
) ⟹ 

𝜆 = ln
𝑛

𝑎𝑛 𝑖
/ ln 1 + 𝑖  

 

 



Παράδειγμα 

Να βρεκεί θ μζςθ λιξθ των όρων ράντασ 10 όρων με ετιςιο 
επιτόκιο 5% και ετιςιο ανατοκιςμό.  

 

Λφςθ 

𝑎10 0.05 =
1 − (1 + 0.05);10

0.05
= 7.7217 

 

𝑎𝑛 𝑖(1 + 𝑖)𝜆= 𝑛 ⟺ 𝑎10 0.05(1 + 0.05)𝜆= 10 ⟺ 

1.05𝜆 =
10

7.7217
⟺ 𝜆 ln 1.05 = ln 1.295 ⟺ 

𝜆 =
ln 1.295

ln 1.05
⟺ 𝜆 = 5.299  



Διθνεκισ Ράντα 

Διθνεκισ ράντα ονομάηεται θ ράντα που αποτελείται 
από άπειρουσ όρουσ. 

 

• Αρχικι αξία διθνεκοφσ μοναδιαίασ λθξιπρόκεςμθσ 
ράντασ 𝑎∞ 𝑖 = 1/𝑖 

• Σελικι αξία διθνεκοφσ ράντασ είναι ∞ 

• Αρχικι αξία λθξιπρόκεςμθσ διθνεκοφσ ράντασ 
𝑉 = 𝑅𝑎∞ 𝑖 = 𝑅/𝑖 

• Αρχικι αξία προκαταβλθτζασ διθνεκοφσ ράντασ 
𝑉 = 𝑅𝑎∞ 𝑖 = 𝑅 + 𝑅/𝑖 

 

 

 



Κλαςματικι Ράντα 

Αν ςε μια ράντα καταβάλλονται ρ δόςεισ ςε μία περίοδο 
ανατοκιςμοφ, τότε ζχουμε κλαςματικι ράντα με 
ςυχνότθτα ρ, πχ αν ο ανατοκιςμόσ είναι εξαμθνιαίοσ και 
οι δόςεισ καταβάλλονται κάκε μινα τότε ζχουμε 
κλαςματικι ράντα με ςυχνότθτα ρ=6. Σα ςτοιχεία 
κλαςματικισ ράντασ είναι:  

 

• Δόςθ κλαςματικισ περιόδου R/ρ 

• Πλικοσ περιόδων nρ 

• Επιτόκιο κλαςματικισ περιόδου 𝑖𝜌 (ιςοδφναμο) 

• Ανάλογο επιτόκιο 𝐽𝜌 = 𝑖𝜌𝜌 



• υντελεςτισ αρχικισ αξίασ κλαςματικισ ράντασ 

1. λθξιπρόκεςμθ 𝑎𝑛 𝑖
(𝜌) = 𝑎𝑛 𝑖

𝑖

𝐽𝜌
 (

𝑖

𝐽𝜌
 : διορκωτικόσ 

παράγοντασ) 

2. προκαταβλθτζα 𝑎𝑛 𝑖
(𝜌) = 𝑎𝑛 𝑖

𝑖

𝐽𝜌
(1 +

𝐽𝜌

𝜌
) 

• Αξία κλαςματικισ ράντασ 𝑉 = 𝑅𝑎𝑛 𝑖
(𝜌) 

• υντελεςτισ τελικισ αξίασ κλαςματικισ ράντασ 

1. λθξιπρόκεςμθ 𝑠𝑛 𝑖
(𝜌) = 𝑠𝑛 𝑖

𝑖

𝐽𝜌
 (

𝑖

𝐽𝜌
 : διορκωτικόσ 

παράγοντασ) 

2. προκαταβλθτζα 𝑠𝑛 𝑖
(𝜌) = 𝑠𝑛 𝑖

𝑖

𝐽𝜌
(1 + 𝑖)

1
𝜌  

• Αξία κλαςματικισ ράντασ 𝑉 = 𝑅𝑠𝑛 𝑖
(𝜌) 

 

 

 

 



Εφαρμογζσ 
1. Ποιο είναι το ποςό που κα κατατεκεί ςτθν αρχι του ζτουσ 
για να χορθγείται για άπειρο χρόνο υποτροφία €12.000 ςτο 
τζλοσ κάκε ζτουσ; Επιτόκιο ετιςιο 4%.  

 

Λφςθ 

Για τθν αρχικι αξία διθνεκοφσ ράντασ ζχουμε 

𝑎∞ 𝑖 =
1

𝑖
=

1

0.04
= 25 

Επομζνωσ θ ηθτοφμενθ αρχικι αξία κα είναι 

 
𝐴∞ 𝑖 = 𝑅𝑎∞ 𝑖 = 12000 × 25 = 300000 

 

Άρα το ποςό που πρζπει να κατατεκεί είναι 300000 

 

 

 



2. Κατακζτει κάποιοσ ςτθν τράπεηα για 20 ζτθ το ποςό των 
€1.000 ςτο τζλοσ κάκε εξαμινου. Σο επιτόκιο κεωρείται 
εξαμθνιαίο ίςο με 3% και ο ανατοκιςμόσ επίςθσ εξαμθνιαίοσ. 
Σο ποςό που ςχθματίηεται ςτο τζλοσ των 20 ετϊν το αφινει 
ςτθν τράπεηα για ακόμα 5 ζτθ με ετιςιο ανατοκιςμό και 
επιτόκιο 5%. Να βρεκεί το τελικό ποςό που ςχθματίςτθκε.  

 

Λφςθ 

Ζχουμε λθξιπρόκεςμθ ράντα 40 όρων με όρο 1000 EUR και 
ηθτάμε τθν τελικι τθσ αξία. 

Άρα 𝑆𝑛 𝑖 = 𝑅𝑠𝑛 𝑖 = 1000 𝑠40 0.03 = 1000
1.0340;1

0.03
= 75401.26 

Σο ποςό αυτό παραμζνει ςτθν τράπεηα και τοκίηεται για 5 ζτθ 
με ετιςιο ανατοκιςμό και επιτόκιο 5% άρα ζχουμε 

Κ5 = Κ0(1 + 0.05)5= 75401.26 × 1.055 = 96233 

 Άρα το ςυνολικό ποςό μετά από 25 ζτθ κα είναι 96233 



3. Ποια είναι θ παροφςα αξία μιασ λθξιπρόκεςμθσ ράντασ με 
όρο 400 ευρϊ το εξάμθνο, θ οποία ξεκίνθςε πριν 2 χρόνια και 
κα ςυνεχίςει για άλλα 3 χρόνια. Τποκζςτε ότι ο ανατοκιςμόσ 
είναι ανά εξάμθνο, με ετιςιο επιτόκιο 4%.  

 

Λφςθ 

Επειδι οι δόςεισ τθσ ράντασ είναι εξαμθνιαίεσ, κα πρζπει να 
μετατρζψουμε το χρόνο ςε εξάμθνα και το επιτόκιο ςε 
εξαμθνιαίο.  

Θ ςυνολικι διάρκεια τθσ ράντασ είναι n=2+3=5 ζτθ δθλαδι 10 
εξάμθνα  

i=4% ετιςιο  δθλαδι 2% εξαμθνιαίο  

Θζλουμε να βροφμε τθν παροφςα αξία μιασ αρξάμενθσ 
ράντασ, θ οποία κα ιςοφται με τθν αρχικι αξία τθσ ράντασ, 
ανατοκιηόμενθ για 2 ζτθ (4 εξάμθνα) από τθν αρχι τθσ.  

 

 



Άρα θ παροφςα αξία τθσ αρξάμενθσ ράντασ κα είναι: 

 
𝑉 = 𝑉𝛼𝜌𝜒(1 + 𝑖)4= 𝑅𝑎𝑛 𝑖(1 + 0,02)4= 𝑅𝑎10 0.02(1 + 0,02)4 

= 400
1 − (1 + 𝑖);10

𝑖
1,024 = 400 × 8.982585 × 1.0824 = 

= 3889.1065 

 

 

4. Να βρεκεί θ παροφςα αξία προκαταβλθτζασ ράντασ με 
ετιςιο όρο 5000 ευρϊ διάρκειασ 15 χρόνων, με ετιςιο 
επιτόκιο 3%, τθσ οποίασ θ πρϊτθ καταβολι άρχιςε πριν 2 
χρόνια.  

 

 

 



Λφςθ 

n=15, i=0.03 

 

Θζλουμε να βροφμε τθν παροφςα αξία μιασ αρξάμενθσ 
ράντασ, θ οποία κα ιςοφται με τθν αρχικι αξία τθσ ράντασ, 
ανατοκιηόμενθ για 2 ζτθ από τθν αρχι τθσ. Θ παροφςα αξία 
τθσ αρξάμενθσ ράντασ κα είναι:  

 
𝑉 = 𝑉𝛼𝜌𝜒(1 + 𝑖)2= 𝑅𝑎𝑛 𝑖(1 + 𝑖)(1 + 𝑖)2= 

= 𝑅𝑎15 0.03(1 + 0.03)(1 + 0.03)2= 

= 5000 ×
1 − (1 + 0.03);15

0.03
× 1.033 = 

= 65222.72 

 



5. H Εταιρεία Ε πρζπει να κατακζςει ςιμερα ζνα μεγάλο 
ποςό, ϊςτε να μπορεί ςτο τζλοσ κάκε ζτουσ και για 10 ζτθ να 
δίνει δϊρα ςτα παιδιά των εργαηομζνων τθσ αξίασ 2.000 
ευρϊ. Σι ποςό κα πρζπει να κατακζςει, αν ο ανατοκιςμόσ 
είναι ετιςιοσ και το επιτόκιο 3%;  

 

Λφςθ 

n= 10 ζτθ, i= 3%, R=2.000  

 

Θζλουμε να βροφμε τθν αρχικι αξία λθξιπρόκεςμθσ ράντασ. 
Άρα ζχουμε 

𝑉𝛼𝜌𝜒 = 𝑅𝑎𝑛 𝑖 = 2000𝑎10 0.03 = 2000
1 − (1 + 0.03);10

0.03
= 

= 2000 × 8.5302 = 17060.4 

 



6. H Εταιρεία Ε πρζπει να κατακζςει ςιμερα ζνα μεγάλο 
ποςό, ϊςτε να μπορεί ςτο τζλοσ κάκε ζτουσ, και για πάντα, 
να δίνει δϊρα ςτα παιδιά των εργαηομζνων τθσ, αξίασ 3.000 
ευρϊ. Σι ποςό κα πρζπει να κατακζςει, αν ο ανατοκιςμόσ 
είναι ετιςιοσ και το επιτόκιο 3%;  

 

Λφςθ 

Εδϊ ζχουμε λθξιπρόκεςμθ και διθνεκι ράντα (κακϊσ δεν 
προςδιορίηεται τζλοσ). Θ αρχικι τθσ αξία δίνεται ωσ εξισ: 

 

𝑉𝛼𝜌𝜒 = 𝑅/𝑖 με R=3000 και i=0.03 

 

Άρα θ αρχικι αξία τθσ διθνεκοφσ ράντασ είναι 

𝑉𝛼𝜌𝜒 =
𝑅

𝑖
=
3000

0.03
= 100000 



7. Τποκζτουμε ότι κάποιοσ άρχιςε να κατακζτει πριν 6 
χρόνια, κάκε χρόνο 2.500 ευρϊ και ςκοπεφει να ςυνεχίςει για 
άλλα 3 χρόνια. Να βρεκεί θ παροφςα αξία όλων των 
κατακζςεων, όταν το επιτόκιο είναι 3,5%. Θεωροφμε 
προκαταβλθτζα ράντα. 

 

Λφςθ 

n=6+3=9 ζτθ, i=0.035 
Θζλουμε να βροφμε τθν παροφςα αξία μιασ προκαταβλθτζασ 
αρξάμενθσ ράντασ. Αυτι κα ιςοφται με τθν αρχικι αξία τθσ 
ράντασ, ανατοκιηόμενθ για 6 ζτθ από τθν αρχι τθσ. Θ 
παροφςα αξία τθσ αρξάμενθσ ράντασ κα είναι:  

 
𝑉 = 𝑉𝛼𝜌𝜒(1 + 𝑖)6= 𝑅𝑎𝑛 𝑖 1 + 𝑖 1 + 𝑖 6 = 



= 2500 × 𝑎9 0.035 × (1 + 0.035)7= 

= 2500 ×
1 − (1 + 0.035);9

0.035
× 1.0357 = 

= 24197.75 

 

 

8. Κάποιοσ δανείςτθκε ςιμερα με ανατοκιςμό και ετιςιο 
επιτόκιο 8%, και ςυμφϊνθςε να ξοφλιςει, πλθρϊνοντασ 
κάκε ζτοσ 10.000 ευρϊ για 7 ζτθ, με τθν πρϊτθ 
πλθρωμι να γίνει με τθν είςπραξθ του δανείου. Σι ποςό 
δανείςτθκε;  

 

 



Λφςθ 

Θ αποπλθρωμι του δανείου κα γίνει με ιςόποςεσ δόςεισ ςε 
μορφι προκαταβλθτζασ ράντασ. Ηθτάμε το ποςό του δανείου 
που αντιςτοιχεί ςτθν αρχικι αξία τθσ ράντασ.  

n= 7 ζτθ  και ετιςιο επιτόκιο i= 0.08  

 

Θζλουμε να βροφμε τθν αρχικι αξία τθσ προκαταβλθτζασ 
ράντασ, αυτι κα είναι 

 
𝑉 = 𝑉𝛼𝜌𝜒 1 + 𝑖 = 𝑅𝑎𝑛 𝑖 1 + 𝑖 = 
= 10000 × 𝑎7 0.08 × 1 + 0.08 = 10000 × 5.6229 × 1.08 

= 56229.12  

 



Βιβλιογραφία 

 

• Οικονομικά Μακθματικά, Μονοβαςίλθσ Θ., 
Καλογθράτου Η., ΕΑΒ 

• Μακθματικά Χρθματοπιςτωτικισ Ανάλυςθσ, 
Μαςοφροσ Χ., Σςίτουρασ Χ., Εκδόςεισ Σςότρασ 

 



Ερωτιςεισ ??? 

 

Ευχαριςτϊ για τθν προςοχι ςασ 


